
BÜLÄG 1

Ulsyn Matematikiïn 51-r Olimpiadyn 3-r dawaa

1.1 Bodloguud

VII angi

A-1. (B. Batcängäl) 1, 2, ..., 2014, 2015 toonuudyn zarimyg nť ulaan ön-
göör, üldsäng nť xöx öngöör budjää. Xöx öngötäï xamgiïn ix too nť xöx
öngöör budagdsan toonuudyn tootoï täncüü. Ulaan öngötäï xamgiïn baga
too nť ulaan öngöör budagdsan toonuudyn toonoos 2 daxin baga baïw. Xä-
dän toog ulaan öngöör budsan bä?

A-2. (B. Sandagdorj) 20150326 gäsän toony cifrüüdiïn baïryg solťj
11-d xuwaagddag xädän űlgaataï naïman orontoï too biqij bolox wä?

A-3. (A. Ganbat) 1-ääs ix natural a, b toonuud ögögdjää. a + 1 ba ab + 1

toonuudyn xamgiïn ix erönxiï xuwaagq m bol 2m ≤ a+ b gäj batal.

A-4. (B. Batcängäl) Tus bür 1 sm, 2 sm,. . . , 199 sm, 200 sm urttaï 200
sawxyg 50 širxäg uutand xuwaaj xiïjää. Alť näg uutand orson 3 sawxaar
gurwaljin baïguulj boloxyg batal.

VIII angi

A-1. (A. Ganbat) Bat abcab xälbärtäï 11-d xuwaagddag 5 orontoï toonuu-
dyg tooljää. Cäcäg abcba xälbärtäï 11-d xuwaagddag 5 orontoï toonuudyg
tooljää. Xäniï toolson too xädäär olon bä?
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A-2. (B. Batcängäl) ABC gurwaljny BC tal däär D cäg ögögdjää. BC =

2 ·AB = 4 ·BD bol AC = 2 ·AD gäj batal.

A-3. (A. Ganbat) Nägääs ix űlgaataï natural a, b, c, d toonuud ögögdjää.
a + 1, ab + 1, abc + 1, abcd + 1 toonuudyn xamgiïn ix erönxiï xuwaagq m

bol 7m+ 2 6 a+ b+ c+ d gäj batal.

A-4. (B. Batcängäl) 10× 10 xämjäätäï kwadratyg 4 nüdtäï zuragt üzüül-
sän "T" ba "L" xälbärtäï dürsüüdäd xuwaaw (dürsüüdiïg űaj q ärgüülj
bolno). "L" xälbärtäï dürsiïn too xamgiïn olondoo xäd baïj bolox wä?

IX angi

A-1. (N. Argilsan) ABCD tägš öncögt dotor P cägiïg ∠DAP+∠BCP =

90◦ baïxaar songoj awaw. ∠DPA+ ∠BPC = 180◦ gädgiïg batal.

A-2. (T. Gansüx) Natural a1, a2, . . . , a2015 toonuudyn xuwťd a1 · a2 · . . . ·
a2015 = a1 + a2 + . . .+ a2015 bol ädgäär toonuudyn xamgiïn ix nť xamgiïn
ixdää xäd baïj bolox bä?

A-3. (T. Gansüx) Toïrog xälbäräär baïrluulsan 10 ijilxän sandlyg 4 ön-
giïn budgaar budax boljää. Ijil öngötäï zärägcää baïrlax xos sandlyn
too űg 2 baïxaar xiqnään űlgaataï baïdlaar budaj bolox wä?

B-1. (B. Batcängäl) Daraalj biqigdsän űmar q xoër toony niïlbär bü-
tän kwadrat too baïxaar űlgaataï 51 širxäg anxny toog näg toïrog däär
biqij bolox uu?

B-2. (M. Itgäl)
a2 + b

b2 − a
ba

b2 + a

a2 − b
toonuud büxäl too baïx büx natural a, b

toonuudyg ol.

B-3. (B. Batcängäl) Adil xajuut biš ABC gurwaljny BC tal däär D

cägiïg, AC tal däär E cägiïg AE = BD baïxaar songon awqää. AB, DE
xärqmüüdiïn dundaj perpendikulűr šuluunuudyn ogtlolclyn cäg ABC
gurwaljnyg bagtaasan toïrog däär oršixyg batal. (Xärqmiïn dundaj
cägiïg daïrsan ug xärqimd perpendikulűr šuluunyg ug xärqmiïn dundaj
perpendikulűr šuluun gäj närlänä.)
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X angi

A-1. (B. Batcängäl) Songogdson toonuudaar koäfficientää xiïsän űmar
q kwadrat gurwan gišüünt nť bodit űzguurgüï baïxaar 1, 2, ...,2014,2015
toonuudaas xamgiïn olondoo xädän širxäg toog songoj bolox wä?

A-2. (B. Baűrjargal) ABCD tägš öncögtiïn AD tal däär DM = 2 ·AM
baïx M cäg awqää. CM šuluun tägš öncögtiïg bagtaasan toïrogiïg K
cägäär ogtolno. BK šuluun nť AD talyg P cägt ogtoldog bögööd DP =

4 ·AP bol AD : AB xarťcaag ol.

A-3. (B. Baűrjargal) n14 + n4 + 1 too nť anxny toony űmar nägän zäräg
baïx büx natural n toog ol.

B-1. (B. Batcängäl) Daraalj biqigdsän űmar q xoër toony niïlbär bü-
tän kwadrat too baïxaar űlgaataï 51 širxäg anxny toog näg toïrog däär
biqij bolox uu?

B-2. (B. Batcängäl) ABC gurwaljny dotor P cägiïg ∠ABP = ∠ACP
baïxaar songon awqää. PBQC nť parallelogramm baïxaar Q cäg songon
awaxad ∠BAQ = ∠CAP baïxyg batal.

B-3. (W. Adşűasürän) b > a > 0 bodit toonuudyn xuwťd 1+ ab ≤
√
3(b− a)

bol

(1 + a2)(1 + b2) ≥ 4a(a+ b)

boloxyg batal.

XI angi

A-1. (x + 2)(x + 1)P (x) − x(x − 1)P (x + 2) űlgawar nť togtmol too baïx
bodit koäfficienttäï büx P (x) olon gišüüntiïg ol.

A-2. AD diametrtäï toïrogt bagtsan ABCD dörwön öncögtiïn AC, BD
diagonaliud E cägt ogtlolcono. E cägt töwtäï BC šuluunyg šürgädäg
toïrogt B, C cägüüdääs šürgägq tataw. Änä šürgägqüüdiïn ogtlolclyn
cäg AD šuluun däär oršixyg batal.

A-3. Xawtgaïd bügd näg šuluun däär ül oršix 2015 cägüüdääs bürdäx
M olonlog ögögdöw. M olonlogiïn dor xaűj xoër cägiïg daïrsan duryn
šuluun däär oršix M olonlogiïn cägüüd däär biqigdsän toonuudyn niïl-
bär 0 baïxaar M olonlogiïn cäg bür däär bodit too tämdägläw. Tägwäl M
olonlogiïn cäg bür däär 0 tämdäglägdsän gäj batal.
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B-1. Sörög biš büxäl toonuudyn olonlogiïg N0 gäj tämdägläe. Duryn
n,m ∈ N0 toonuudyn xuwťd nf(m) + mf(n) = (n + m)f(n2m2) baïx büx
f : N0 → N0 buulgaltyg ol.

B-2. Zöw 2015-öncögtiïn oroïnuud däär büxäl toonuud biqsän baïw. Näg
udaagiïn üïldläär olon öncögtiïn alť näg talyg songon awq, ug talyn
näg oroï däär biqigdsän toog 1-äär ixäsgäj, nögöö oroï däär biqigdsän
toog 1-äär xorogduulj bolno. Suragq änä üïldliïn tuslamjtaïgaar büx
oroï däär biqigdsän toog ijil bolgoj qadsan bögööd ingäxdää xamgiïn
cöön toony üïldäl xiïjää. Suragq olon öncögtiïn alť näg tal däär ganc
q udaa üïldäl xiïgäägüï gädgiïg batal.

B-3. b > a > 0 bodit toonuudyn xuwťd 1 + ab ≤
√
3(b− a) bol

(1 + a2)(1 + b2) ≥ 4a(a+ b)

boloxyg batal.

XII angi

A-1. (x + 2)(x + 1)P (x) − x(x − 1)P (x + 2) űlgawar nť togtmol too baïx
bodit koäfficienttäï büx P (x) olon gišüüntiïg ol.

A-2. AD > BC suurťtaï ABCD trapecyn AB, CD xajuu taluudyn
ürgäljläl K cägt ogtlolcono. ABD, BCD gurwaljnuudyg bagtaasan
toïrgiïn töwüüd O1, O2 bol ∠AKO1 = ∠DKO2 boloxyg batal.

A-3. Űmar q natural n toony xuwťd ööriïn cifrüüdiïn niïlbärt xu-
waagddag, zöwxön 1, 2, 3 cifrüüdäär biqigdäx n orontoï too oldoxyg ba-
tal.

B-1. Natural n toog xuwaadag űlgaataï büx anxny toonuudyn toog p(n)
gäj tämdägläe. Ögögdsön űmar q natural toog p(m) = p(k) baïx natural
m, k toonuudyn űlgawar baïdaltaï biqij boloxyg batal.

B-2. Zöw 2015-öncögtiïn oroïnuud däär büxäl toonuud biqsän baïw. Näg
udaagiïn üïldläär olon öncögtiïn alť näg talyg songon awq, ug talyn
näg oroï däär biqigdsän toog 1-äär ixäsgäj, nögöö oroï däär biqigdsän
toog 1-äär xorogduulj bolno. Suragq änä üïldliïn tuslamjtaïgaar büx
oroï däär biqigdsän toog ijil bolgoj qadsan bögööd ingäxdää xamgiïn
cöön toony üïldäl xiïjää. Suragq olon öncögtiïn alť näg tal däär ganc
q udaa üïldäl xiïgäägüï gädgiïg batal.

B-3. ABC gurwaljind bagtsan γ toïrog gurwaljny BC, CA, AB taluu-
dyg xargalzan D, E, F cägüüdäd šürgänä.AD xärqim nť γ toïrgiïg D

cägääs űlgaataï K cägt ogtolno. EK šuluun BC taltaï parallelť bol
B,F,K,C cägüüd näg toïrog däär oršixyg batal.
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Baga angiïn bag²

A-1. (M. Itgäl) Bat, Bold xoërt xädän alim baïw. Bat -"Bold nadad 3
alim ögwöl bi Boldoos n daxin olon alimtaï bolno" gäjää. Xarin Bold
-"Bat nadad n alim ögwöl bi Bataas 3 daxin olon alimtaï bolno" gäjää.
Iïm baïx n -iïn bolomjit büx utgyg ol.

A-2. (M. Itgäl) Dor xaűj 3 širxäg natural toon xuwaagqtaï bögööd xam-
giïn ix 2 xuwaagqiïn niïlbär nť xamgiïn baga 3 xuwaagqiïn niïlbärääs
30 daxin ix baïdag büx natural toog ol. (1 ba ööriïg nť natural toony
xuwaagq gäj toocno.)

A-3. (M. Itgäl) ABC gurwaljny AC,BC taluud däär xargalzan B1, A1

cägüüd tämdägläw. AA1 ba BB1 xärqmüüd X cägt ogtlolcono. B1CA1,
B1XA1, AXB gurwaljnuudyn talbaï xargalzan x, y, z bolABC gurwaljny
talbaïg ol.

B-1. (M. Itgäl)
a2 + b

b2 − a
ba

b2 + a

a2 − b
toonuud büxäl too baïx büx natural a, b

toonuudyg ol.

B-2. (M. Itgäl) Ögsön kubiïn oroïn büx cägiïg tämdägläjää. Mön kubiïn
irmäg tus bür däär oroïnuudaas űlgaataï 5 širxäg cäg tämdägläw. Űdaj
2 tämdägläsän cägiïg daïrsan űlgaataï büx šuluuny toog ol.

B-3. (M. Itgäl) 4 × 4 xämjäätäï xüsnägtiïn nüdnüüdäd büxäl toonuu-
dyg biqixäd, 2 × 2 xämjäätäï kwadratad biqigdsän 4 toony niïlbärüüd
nť bügd űlgaataï baïw (ijil toonuud biqij bolno). Xüsnägtäd biqigdsän
xamgiïn ix ba xamgiïn baga toony űlgawar nť xamgiïn bagadaa xäd baïj
bolox wä?

Dund angiïn bag²

A-1. (C. Dašdorj) n zärgiïn f(x) ∈ R[x] olon gišüünt, a < c < b baïx
a, b, c toonuud ögögdöw. f(x) = a ba f(x) = b tägšitgälüüd tus bürdää
n širxäg űlgaataï bodit šiïdtäï bol f(x) = c tägšitgäl n širxäg
űlgaataï bodit šiïdtäï gäj batal.

A-2. (W. Adşűasürän) ABC gurwaljny xündiïn töwöös taluud xürtälx
zaï x, y, z bol √

3xy +
√
3yz +

√
3zx ≤ p

gädgiïg batal. Änd p nť gurwaljny xagas perimetr.
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A-3. (B. Batcängäl) Űmar q natural n toony xuwťd ööriïn cifrüüdiïn
niïlbärt xuwaagddag, zöwxön 1, 2, 3 cifrüüdäär biqigdäx n orontoï too
oldoxyg batal.
B-1. (W. Adşűasürän) f : R → R funkc surťektiw buţu duryn bodit y

toony xuwťd y = f(x) baïx x too olddog baïw. Duryn x-iïn xuwťd
f(f(x)) = (x− 1)f(x) + 2

baïx f funkc oršin baïx uu?
B-2. (D. Püräwsürän) Toïrog bagtaasan ABCD dörwön öncögt ögögdjää.
Dörwön öncögtöd bagtsan toïrog tüüniï AB,BC,CD,DA taluudyg xar-
galzan K, L, M , N cägüüdäd šürgänä. KN , MN šuluunuud BC talyn
ürgäljläliïg xargalzan P,Q cägt ogtoldog bol AQ, DP šuluunuudyn
ogtlolclyn cäg LN šuluun däär oršixyg batal.
B-3. (C. Dašdorj) p nť anxny too bol xp+ px+2p+2 olon gišüünt Z[x]
däär űmagt ül zadrax baïx uu?

1.2 Bodoltuud

7-r angi

A-1. Xariu: 1344. Xöx öngötäï xamgiïn ix too nť x bol xöx öngiïn
toonuudyn too x baïxyn tul zöwxön 1, 2, ..., x toonuud xöx öngötäï baïx
ëstoï. Iïmd x+ 1, x+ 2, ..., 2015 gäsän 2015− x širxäg too ulaan öngötäï.
2015−x = 2(x+1) gädgääs x = 671 gäj oldox ba ulaan öngötäï toonuudyn
too 2015− x = 1344 baïna.
A-2. Xariu: 432. Ögsön toony cifrüüdiïg sälgäj, üüsäx toog A =

abcdefgh gäj tämdägläe. 11-d xuwaagdax toony šinj ësoor A too 11-d
xuwaagdax nť −a+ b− c+ d− e+ f − g+ h too 11-d xuwaagdaxtaï adil ţm.
Iïmd bodlogo a + c + e + g, b + d + f + h niïlbärüüd 11-d xuwaaxad ijil
üldägdäl ögdög baïx A toonuudyn toog oloxtoï adil.

A toony cifrüüdiïn niïlbär 19 gädgääs a+c+e+g ba b+d+f+h niïlbär
xargalzan 15 ba 4 äswäl 4 ba 15 baïx l bolomjtoï. Ädgäär nöxcölüüd bieläx
büx bolomj nť
{a, c, e, g} = {1, 3, 5, 6}, {b, d, f, h} = {0, 0, 2, 2}
{a, c, e, g} = {0, 0, 2, 2}, {b, d, f, h} = {1, 3, 5, 6}
{a, c, e, g} = {2, 2, 5, 6}, {b, d, f, h} = {0, 0, 1, 3}
{a, c, e, g} = {0, 0, 1, 3}, {b, d, f, h} = {2, 2, 5, 6} .

Iïmd A toog üüsgäx bolomjiïn too xargalzan 144, 72, 144 ba 72 gäj garax
bögööd ädgääriïn niïlbär nť 432 bolno.
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A-3. b− 1 = b(a+ 1)− (ab+ 1) baïx uqir ögögdsön nöxclöös b− 1 nť m-d
xuwaagdana gäj garna. a + 1 ba b − 1 nť m-d xuwaagdax natural toonuud
tul m 6 a+ 1,m 6 b− 1 baïna. Iïmd 2m 6 (a+ 1) + (b− 1) = a+ b bolno.

A-4. 100 + 101 > 200 tul 100 sm, 101 sm, ..., 199 sm, 200 sm urttaï 101
širxäg sawxny alť q gurwaar gurwaljin xiïj bolno. 101 > 2 × 50 tul
Dirixleïn zarqmaar änä 101 sawxyg 50 uutand xiïxäd alť näg uutand 3
sawx orox ba ömnöx dügnältäär tär sawxnuudaar gurwaljin xiïj bolno.

8-r angi

A-1. abcab nť 11-d xuwaagdax ëstoï gädgääs a − b + c − a + b = c nť 11-d
xuwaagdax ëstoï bolno. c nť cifr tul 0 baïxaas öör argagüï ţm. Änä üed
a, b nť duryn baïj bolox tul Batyn toolson too 9·10=90 bolno.

abcba nť 11-d xuwaagdax ëstoï gädgääs a − b + c − b + a = 2(a − b) + c nť
11-d xuwaagdax ëstoï bolno. 2(a − b) nť 11-d xuwaaxad 1 ülddäggüï baïx
duryn a, b-iïn songoltond c cifr nť näg utgataï oldox tul 2(a− b) nť 11-
d xuwaaxad 1 ülddäg baïx a, b-iïn bolomjiïn toog olood niït bolomjoos
xasaxad Cäcägiïn toolson too garna. a, b nť cifrüüd uqraas −17 < 2(a−
b) < 19 baïx tul 2(a − b) = 12 äswäl 2(a − b) = −10 baïx bolomjtoï ţm.
Äxniï toxioldold (a, b) = (6, 0), (7, 1), (8, 2), (9, 3) gäsän 4 bolomjtoï ba
daraagiïn toxioldold (a, b) = (1, 6), (2, 7), (3, 8), (4, 9) gäsän 4 bolomjtoï
ţm. Niït (a, b) xosyn bolomjiïn too 9·10=90 tul Cäcägiïn toolson too
90-4-4=82 bolno. Iïmd Batyn toolson too 8-aar olon.

A-2. Gurwaljny WS talyn dundaj cägiïg M gäj, AW talyn dundaj
cägiïg N gäj tämdägläe (zurag). ögsön nöxcöl ësoor AB = BC

2 = BM

tul AWS gurwaljin adil xajuut gurwaljin ţm. Änä adil xajuut gur-
waljny xajuu taluud ruu tatsan AD, MN medianuud ijil urttaï baïna.
MN xärqim nť ABC gurwaljny AC taltaï parallelť dundaj šugam tul
MN = AC

2 baïx ba ändääs AC = 2×MN = 2×AD gäj garna. Änä bodlogyg
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mediany urtyg oldog tomťëog ašiglan bodoj bas bolno.

A-3. a, b, c, d nť nägääs ix, űlgaataï natural toonuud tul

(a+ 1) · b− (ab+ 1) = b− 1,

(ab+ 1) · c− (abc+ 1) = c− 1,

(abc+ 1) · d− (abcd+ 1) = d− 1

adiltgaluud bolon ögögdsön nöxcölöös b − 1, c − 1, d − 1 nť űlgaataï m-d
xuwaagddag natural toonuud gäj garna. a+1 nť ädgäär toonuudyn zöwxön
nägäntäï nť l täncäj bolox tul

(a+ 1) + (b− 1) + (c− 1) + (d− 1) > m+m+ 2m+ 3m = 7m

buţu a+ b+ c+ d > 7m+ 2 bolj batlax züïl batlagdaw.

A-4. Xariu: 23 širxäg. Kwadratyn nüdnüüdiïg šatryn xölög šig xar,
cagaan öngöör űlgan budwal, "L" xälbärtäï dürsäd űmagt 2 xar, 2 cagaan,
xarin "T" xälbärtäï dürsäd 1 xar, 3 cagaan äswäl 3 xar 1 cagaan nüd baïna.
Xar nüdniï niït too 50 nť tägš too tul sondgoï toony xar nüd aguulsan
"T" xälbärtäï dürsiïn too zaawal tägš baïna.
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Odoo kwadratyg dan "L" xälbäriïn dürsäd xuwaaj boloxgüï gädgiïg xa-
ruulaű. Äsrägääs nť kwadratyg 25 širxäg "L" xälbäriïn dürsäd xuwaaj
boldog gäj üzťe. Kwadratyn mörüüdiïg zuragt üzüülsnäär xar, cagaan ön-
göör alagluulan budaű. Tägwäl "L" xälbärtäï dürsäd 1 xar, 3 cagaan, äswäl
3 xar 1 cagaan nüd baïna. Tägäxäär kwadratyg 25 širxäg "L" xälbäriïn
dürsäd xuwaaj boldog bol kwadratyn xar nüdniï too sondgoï baïx ëstoï.
Änä nť kwadratyn xar nüdniï too 50 nť tägš gädägt zörqinö. Üügäär "T"
xälbäriïn dürsiïn too 2 -oos cööngüï buţu "L" xälbärtäï dürsiïn too 23-
aas xäträxgüï gädäg nť batlagdaw. Kwadratyg 2 širxäg "T" xälbärtäï, 23
širxäg "L" xälbärtäï dürsüüdäd xärxän xuwaaxyg zuragt üzüüläw.

9-r angi

A-1. DAPF paralleogram baïxaar F cägiïg awťű. Tägwäl ∠DAP =

∠DFP baïx ba ögsön nöxclöös ∠DAP = ∠DCP tul DPCF dörwön öncögt
toïrogt bagtana. Iïmd ∠DPC + ∠DFC = 180◦ baïna. FP ba BC taluud
täncüü bögööd parallel tul FPBC paralleogram bolno. Iïmd 4APB =

4DFC buţu ∠DPC + ∠APB = 180◦ bolno.

A-2. a1, a2, . . . , a2015 toonuud tägš ärxtäï tul a1 ≥ a2 ≥ ... ≥ a2015
gäj üzäxäd űwcuuraxgüï. Ädgäär 2015 širxäg toonuudyn ürjwäriïg P -äär
tämdägläj ögsön adiltgalyg

1 =
a1
P

+
a2
P

+ · · ·+ a2015
P
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xälbärt biqťe. Baruun gar talyn butarxaïnuudyn a1, a2-oos busad büx
toonuudyg 1-äär solixod ilärxiïläl ixäsnä. Ööröör xälbäl

1 ≤ 1

a2
+

1

a1
+

1

a1 · a2
+ · · ·+ 1

a1 · a2
=

1

a2
+

1

a1
+

2013

a1 · a2

Ändääs a1 · a2 − a1 − a2 ≤ 2014 buţu (a1 − 1)(a2 − 1) ≤ 2014 bolno. Xäräw
a2 − 1 = 0 bol a2 = a3 = · · · = a2015 = 1 bolj a1 = 2014 + a1 gäj zörqild
orno. Iïmd a2 − 1 = 1 üed l a1-iïn xamgiïn ix utga garna. a1 − 1 ≤
2014⇒ a1 ≤ 2015 bolloo. a1 = 2015 üed {2015, 2, 1, ..., 1} toonuud bodlogyn
nöxcliïg xangana gädgiïg šuud šalgaj bolno.

A-3. Äxlääd alť q zärgäldää 2 nť ijil öngöör budagdaagüï baïx 8 sandlyg
baïrluulax bolomjiïn toog olťë. Ug toog a8 gäj tämdägläe. Näg cäg däärx
sandlyg 4 öngiïn alťnaar nť q budaj bolno. Caaš nť 2,3 gäx mätqilän
cägüüd däär ömnöx öngöös űlgaataï baïxaar budťű. Tägwäl bolomjiïn too
nť 4 ·37 baïna. Änd zöwxön 1, 8 cägüüd däärx sandluud l ijil öngötäï baïx
bolomjtoï. Änä bolomjiïg xaswal bidniï olox too garna. Xarin änä too
nť a7 buţu 7 sandlyg alť q zärgäldää 2 nť űlgaataï öngötäï baïxaar budax
tootoï täncüü. Ändääs toocwol

a8 = 4 · 37 − a7

gäsän rekurrent xarťcaa garna. Űg üüntäï adilaar

a7 = 4 · 36 − a6

a6 = 4 · 35 − a5

a5 = 4 · 34 − a4

a4 = 4 · 33 − a3

a3 = 4 · 32 − a2

bolno. a2 = 12 gädäg nť xűlbarxan toocogdono. Bidniï olox bolomjiïg
daraax 2 toxioldold xuwaaű.

a) Ijil öngiïn daraalsan 3 sandal

b) Ijil öngiïn zärägcää 2 sandal 2 baïx

Äxniïx nť 8 · a8, daraaqiïnx nť C2
8 · a8 tul bodlogyn xariu nť 36 · a8 buţu

236304 gäj garna.

B-1. Toony kwadrat 4-t xuwaaxad 1 äswäl 0 gäsän l üldägdäl ögdög uqir
zärägcää sondgoï 2 too 4k + 1, 4n + 3 xälbärtäï baïna. Xäräw bügd sodgoï
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anxny toonuud bol alť q xoër zärägcää too nť 4k + 1, 4n + 3 xälbärtäï
baïx ba sööljij baïrlax xärägtäï. Gätäl niït 51 too baïgaa uqir sööl-
jij űwsaar xoër ijil üldägdäl ögdög toonuud nť zärägcäx xärägtäï bolj
zörqil üüsnä. Iïmd näg too nť 2 baïx xärägtäï. Tägwäl tärniï 2 tal nť
4k + 3 xälbäriïn anxny too baïx xärägtäï bögööd tärniï xörš nť 4k + 1

xälbäriïn baïx xärägtäï gäx mätäär 4k + 1, 4n+ 3 xälbäriïn toonuud mön
sööljij baïršix ëstoï. Gätäl iïm baïdlaar űwbal 4k+3 xälbäriïn xoër
too zärägcäj niïlbär nť bütän kwadrat biš bolno. Iïmd däärx baïdlaar
toonuud biqij boloxgüï.

B-2. Xariu: (1, 2); (2, 1); (2, 2); (2, 3); (3, 2); (3, 3).
a ba b nť tägš ärxtäï tul b > a gäj üzäj bolno. b2 − a nť a2 + b-iïg

xuwaax tul a2 + b > b2 − a buţu (a+ b)(1 + a− b) > 0 bolno. a+ b > 0 tul
1+ a− b > 0 buţu 1+ a > b. Iïmd b = a äswäl b = a+1 gäsän 2 bolomjtoï.

1. b = a üed

a2 + b

b2 − a
=
a2 + a

a2 − a
=
a+ 1

a− 1
= 1 +

2

a− 1
.

a natural too gädgiïg anxaarwal a = {2, 3} bolno.
2. b = a+ 1 üed

b2 + a

a2 − b
=
a2 + 3a+ 1

a2 − a− 1
= 1 +

4a+ 2

a2 − a− 1
.

Iïmd a2 − a− 1 6 4a+ 2 buţu a2 − 5a− 3 6 0 bolno. Änä täncäl bišiïg
bielüüläx a iïn utga 1, 2, 3, 4, 5 bolno. Ändääs 1, 2 šiïd bolno.

B-3. x =
√
3a, y =

√
3b gäe. Tägwäl ögögdsön nöxcöl 0 < x < y ba 3 + xy ≤

3(y − x) bolno. Ändääs (3− x)y ≥ 3 + 3x buţu 3− x ≥ 0 bolno. Iïmd

1 + x

3− x
≥ x

tul y ≥ 3x. Orluulgaar batlax züïl (3 + x2)(3 + y2) ≥ 12x(x + y) bolox
buţu

x2y2 + 3y2 + 9− (9x2 + 12xy) = (xy − 3)2 + 3(y + 1)(y − 3x) ≥ 0

gädgääs mördönö. Täncäldää xüräx nöxcöl nť y = 3x = 3 buţu (a, b) =

(1/
√
3,
√
3).

10-r angi
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A-1. {1008, 1009, . . . , 2015} gäsän 1008 too awaxad alť q 3-aar nť ko-
äfficientää xiïsän űmar q kwadrat gurwan gišüünt nť bodit űzguurgüï
gäj xaruulşű. Änä olonlogoos a, b, c gäsän gurwan toog awq ax2bx+ c gäsän
kwadrat tägšitgäl zoxioson gäe. Tägwäl diskriminant nť

b2 − 4ac ≤ 20152 − 4 · 1008 · 1009 < 0

bolj bodit űzguurgüï bolno. Odoo űmar nägän 1009 širxäg too awaxad alť
näg gurwan toogoor nť bodit űzguurtaï kwadrat gurwan gišüünt biqij
boloxyg xaruulşű. Awsan toonuudyn xamgiïn bagyg c, xoër daxť baga
toog b, xamgiïn ix toog a gäwäl

c ≤ 1007 (1.1)

a− b ≥ 1007 (1.2)

baïna. Iïmd

a2 ≥ (b+ 1007)2 = (b− 1007)2 + 4 · 1007 · b ≥ (b− 1007)2 + 4bc ≥ 4bc

bolj bx2 + ax+ c = 0 tägšitgäl bodit šiïdtäï baïna.

A-2. 4ABP ∼ 4ACK ba 4AKM ∼ 4MCD gädgääs xargalzan

AP

AK
=
BP

AC
ba

AK

CD
=
AM

MC

gäj garna. Ändääs AK-g olj täncüülwäl AP · AC : BP = AM · CD : MC

Ögögdöl ësoor AM = AD
3 , AP = AD

5 . Üüniïg ašiglawal 5
3 ·

CD
MC = AC

BP (*)

bolno. Pifagoryn teorem ësoor MC =
√
MD2 + CD2 = CD ·

√
(MD
CD )2 + 1

AC =
√
AD2 + CD2 = CD ·

√
(ADCD )2 + 1

BP =
√
AB2 +AP 2 = AB ·

√
1 + (APAB )2

Odoo CD = AB, MD = 2
3AD, AP = AD

5 gädgiïg ašiglaad (*)-d orluula-
xad

5

3
· 1√

4
9 (
AD
CD )2 + 1

=

√
(ADCD )2 + 1√

1 + 1
25 (

AD
CD )2
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Ändääs (AD : CD)2 = 1 gäj garna.

A-3. n14+n4+1 = n14−n2+n4+n2+1 = n2(n6+1)(n2− 1)(n4+n2+1)+

(n2+n+1)(n2−n+1) = (n2+n+1)(n2−n+1)(n2(n6+1)(n2−1)+1) gäsän
ürjigdxüünd zadarna. n2 + n + 1 ba n2 − n + 1 gäsän toonuud nť n gäsän
natural too büriïn xuwťd sondgoï toonuud ba (n2 + n + 1, n2 − n + 1) =

(2n, n2−n+1) = (n, n2−n+1) = (n, 1) = 1 buţu xarilcan anxny toonuud
bolno. Anx ögsön too maanť anxny toony zäräg tul n2−n+1 = 1 baïxaas
öör bolomjgüï. Iïmd n = 1 gäsän cor ganc bolomjtoï.

B-1. Toony kwadrat 4-t xuwaaxad 1 äswäl 0 gäsän l üldägdäl ögdög uqir
zärägcää sondgoï 2 too 4k + 1, 4n + 3 xälbärtäï baïna. Xäräw bügd sodgoï
anxny toonuud bol alť q xoër zärägcää too nť 4k + 1, 4n + 3 xälbärtäï
baïx ba sööljij baïrlax xärägtäï. Gätäl niït 51 too baïgaa uqir sööl-
jij űwsaar xoër ijil üldägdäl ögdög toonuud nť zärägcäx xärägtäï bolj
zörqil üüsnä. Iïmd näg too nť 2 baïx xärägtäï. Tägwäl tärniï 2 tal nť
4k + 3 xälbäriïn anxny too baïx xärägtäï bögööd tärniï xörš nť 4k + 1

xälbäriïn baïx xärägtäï gäx mätäär 4k + 1, 4n+ 3 xälbäriïn toonuud mön
sööljij baïršix ëstoï. Gätäl iïm baïdlaar űwbal 4k+3 xälbäriïn xoër
too zärägcäj niïlbär nť bütän kwadrat biš bolno. Iïmd däärx baïdlaar
toonuud biqij boloxgüï.
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B-2. BADP nť parallelogramm baïxaar D cägiïg songon awşű.

Tägwäl AD = BP = QC ba AD ‖ BP ‖ QC tul ADCQ nť bas parallelo-
gramm ţm. AB ‖ DP ba AQ ‖ DC tul ∠BAQ = ∠PDC baïna. Parallälo-
grammyn äsräg oroïn öncgüüd täncüü tul ∠ADP = ∠ABP baïx ba ögsön
nöxcölöör ∠ABP = ∠ACP tul ∠ADP = ∠ACP bolj A, D, C, P cägüüd
näg toïrog däär oršino. Iïmd ∠PDC = ∠PAC baïna.

B-3. x =
√
3a, y =

√
3b gäe. Tägwäl ögögdsön nöxcöl 0 < x < y ba 3 + xy ≤

3(y − x) bolno. Ändääs (3− x)y ≥ 3 + 3x buţu 3− x ≥ 0 bolno. Iïmd

1 + x

3− x
≥ x

tul y ≥ 3x. Orluulgaar batlax züïl (3 + x2)(3 + y2) ≥ 12x(x + y) bolox
buţu

x2y2 + 3y2 + 9− (9x2 + 12xy) = (xy − 3)2 + 3(y + 1)(y − 3x) ≥ 0

gädgääs mördönö. Täncäldää xüräx nöxcöl nť y = 3x = 3 buţu (a, b) =

(1/
√
3,
√
3).

11-r angi

A-1. Xariu: Büx togtmol f(x) = const buulgalt.
Äsrägääs nť f(a) > f(b) baïx a, b ∈ N0 olddog gäj üzťe. Tägwäl a, b-g

f(a)− f(b) nť xamgiïn baga baïxaar songoj qadna. Iïmd

(a+ b)f(b) < af(b) + bf(a) < (a+ b)f(a)
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baïna. Ögsön nöxcöl ësoor af(b) + bf(a) = (a+ b)f(a2b2) uqir

(a+ b)f(b) < (a+ b)f(a2b2) < (a+ b)f(a)

bolox bögööd a+ b 6= 0 uqir f(b) < f(a2b2) < f(a) bolno. Ändääs

f(a2b2)− f(b) < f(a)− f(b)

bolj f(a) − f(b) nť xamgiïn baga gäsän songoltod zörqinö. Iïmd f(a) ba
f(b) toonuud űlgaataï baïx a, b ∈ N0 toonuud oldoxgüï.

A-2. E cägt töwtäï BC talyg šürgädäg toïrgiïg γ gäj, B cägääs γ toï-
rogt tatsan šürgägqiïn AD talyg ogtlox cägiïg K gäj tämdägläe. B

cägääs tatsan BC, BK šürgägqüüdiïn xoorondox öncög nť toïrgiïn tö-
wiïg daïrsan BE šuluunaar xagaslan xuwaagdana. Iïmd ∠KEB = ∠CBE
ţm. Nögöö talaas CD xöwqid tulsan öncgüüd täncüü ∠CBE = ∠CBD =

∠CAD = ∠EAK bögööd ändääs ∠KBE = ∠KAE gäj garna.

Tägäxäär A, E, B, K cägüüd näg toïrog däär oršix ba ∠ABE = 90◦ tul
∠AKE = 90◦ baïna. Üügäär K cäg nť E cägääs AD tal däär buulgasan per-
pendikulűryn suurť gädäg nť batlagdaw. Üüntäï nägän adilaar C cägääs
toïrogt tatsan šürgägqiïn AD talyg ogtlox cäg nť E cägääs AD tald
buulgasan perpendikulűryn suurť gädgiïg xaruulna.

A-3. xi-äär i-r cäg däär biqigdsän toog, tädgääriïn niïlbäriïg S-äär
tämdägläe. i cägiïg daïrsan, M olonlogiïn űdaj 2 cägiïg aguulsan šu-
luuny too ni bolog (büx cägüüd 1 šuluun däär oršixgüï tul ni > 1 ţm).
i-r cägiïg daïrsan ni širxäg šuluun däärxi toonuudyn niïlbärüüdiïn
niïlbäriïg sonirxwol

0 = nixi + x1 + x2 + ...+ xi−1 + xi+1 + ...+ x2015 = (ni − 1)xi + S
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bolno. Ändääs űlgaataï i, j büriïn xuwťd (ni−1)xi = (nj−1)xj gäj garna.
Änä nť büx xi toonuud ijil tämdägtäï gädgiïg üzüülnä. Tägäxläär büx
xi = 0 ţm.

B-1. Xariu: Büx togtmol f(x) = const buulgalt.
Äsrägääs nť f(a) > f(b) baïx a, b ∈ N0 olddog gäj üzťe. Tägwäl a, b-g

f(a)− f(b) nť xamgiïn baga baïxaar songoj qadna. Iïmd

(a+ b)f(b) < af(b) + bf(a) < (a+ b)f(a)

baïna. Ögsön nöxcöl ësoor af(b) + bf(a) = (a+ b)f(a2b2) uqir

(a+ b)f(b) < (a+ b)f(a2b2) < (a+ b)f(a)

bolox bögööd a+ b 6= 0 uqir f(b) < f(a2b2) < f(a) bolno. Ändääs

f(a2b2)− f(b) < f(a)− f(b)

bolj f(a) − f(b) nť xamgiïn baga gäsän songoltod zörqinö. Iïmd f(a) ba
f(b) toonuud űlgaataï baïx a, b ∈ N0 toonuud oldoxgüï.

B-2. tal däär xiïj baïgaa üïldliïg, cagiïn züüniï daguu äxniï oroïn
toog 1-äär ixäsgäj, daraagiïn oroïn toog 1-äär bagasgaj baïwal "+1" üïl-
däl, xarin äxniï toog 1-äär bagasgaj, daraagiïn toog 1-äär ixäsgäj baïwal
"-1" üïldäl gäj toocoë. Näg tal däär "+1" üïldäl xiïgääd, daraa nť "-1"
üïldliïg xiïwäl ür dün nť ug tal däär ogt üïldäl xiïgäägüïtäï adilxan.
Tägäxäär nägänt suragq xamgiïn cöön üïldäl xiïsän tul täräär tal tus
bür däär űmagt "+1" üïldäl, äswäl űmagt "-1" üïldäl xiïsän baïx ëstoï.
Caašid näg tal däär k udaa "+1" üïldäl xiïxiïg k - üïldäl, xarin k

udaa "-1" üïldäl xiïxiïg -k - üïldäl xiïsän gäj toocoë. Olon öncög-
tiïn taluudyg cagiïn züüniï daguu dugaarlaad, suragq ädgäär taluud
däär k1, k2, · · · , k2015 üïldäl xiïsän gäj üzťe. Mön äsrägääs nť änä toonuud
bügd tägääs űlgaataï gäj üzťe. k1, k2, · · · , k2015 toonuudaas m širxäg nť
äeräg, n širxäg nť sörög bolog. 2015 nť sondgoï too tul m > n äswäl m < n

baïna. m > n üed suragq olon öncögtiïn taluud däär k1, k2, · · · , k2015 biš
xarin k1− 1, k2− 1, · · · , k2015− 1 üïldäl xiïwäl, olon öncögtiïn oroïnuud
däär biqigdsän toonuud ijil xäwäär baïna. Xarin tiïm üïldliïn too

k1 − 1|+ |k2 − 1|+ · · ·+ |k2015 − 1| =
= |k1|+ |k2|+ · · ·+ |k2015| −m+ n <

< |k1|+ |k2|+ · · ·+ |k2015|

bolj zörqild xürnä.
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n > m üed suragq olon öncögtiïn taluud däär k1, k2, . . . , k2015 biš
xarin k1+1, k2+1, · · · , k2015+1 üïldäl xiïwäl niït üïldliïn too |k1+1|+
|k2+1|+· · ·+|k2015+1| = |k1|+|k2|+· · ·+|k2015|+m−n < |k1|+|k2|+· · ·+|k2015|
bolj zörqild xürnä.

B-3. x =
√
3a, y =

√
3b gäe. Tägwäl ögögdsön nöxcöl 0 < x < y ba 3 + xy ≤

3(y − x) bolno. Ändääs (3− x)y ≥ 3 + 3x buţu 3− x ≥ 0 bolno. Iïmd

1 + x

3− x
≥ x

tul y ≥ 3x. Orluulgaar batlax züïl (3 + x2)(3 + y2) ≥ 12x(x + y) bolox
buţu

x2y2 + 3y2 + 9− (9x2 + 12xy) = (xy − 3)2 + 3(y + 1)(y − 3x) ≥ 0

gädgääs mördönö. Täncäldää xüräx nöxcöl nť y = 3x = 3 buţu (a, b) =

(1/
√
3,
√
3).

12-r angi

A-1. Xariu: bodit a toony xuwťd P (x) = a(x2−x) olon gišüüntüüd, P (x)
nť togtmol olon gišüünt bol zöwxön 0 gädgiïg xűlbarxan xaruulj bolno.
Odoo n ≥ 1 üed P (x) = axn + bxn−1 + ... bögööd a 6= 0 gäj üzťe. Tägwäl
P (x + 2) = a(x + 2)n + b(x + 2)n−1 + ... = axn + (2na + b)xn−1 + ... bolox
bögööd ändääs (x+1)(x+2)P (x)−x(x−1)P (x+2) = (4a−2na)xn+1+ ... gäj
garna. Tägäxäär änä űlgawar nť togtmol too garaxyn tuld 4a − 2na = 0

buţu n = 2 baïx ëstoï. Odoo P (x) = ax2 + bx + c gäj üzťe. Tägwäl
(x+1)(x+2)P (x)−x(x− 1)P (x+2) = (2a+2b)x2 +4(a+ b+ c)x+2c bolox
bögööd änä űlgawar nť togtmol too garaxyn tuld a + b = 0 ba c = 0 baïx
ëstoï. Änä nť P (x) = a(x2 − x) gädgiïg xaruulj baïna.

A-2. ∠ABD = ∠CBD tul tädgäärt tulsan tew encgüüd täncüü ∠AO1B =

∠CO2D baïna. Iïmd adil xajuut AO1B, CO2D gurwaljnuud tösöötäï.
Änä tösöögöör

BA

CD
=
AO1

DO2

bolno. BC‖AD tul Falesyn teoremoor

BA

CD
=
KA

KD
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ţm.

Iïmd
KA

KD
=
AO1

DO2

baïx bögööd ∠KAO1 = ∠BAO1 = ∠CDO2 = ∠KDO2 tul KAO1 ba ∠DKO2

gurwaljnuud tösöötäï baïna. Ändääs

∠AKO1 = ∠DKO2 gäj garna.
A-3.
B-1. n tägš bol p(2n) = p(n) baïx ba änä üed n = 2n − n gäj biqij

bolno. n sondgoï too bolog. n nť 3-t xuwaagdaxgüï bol p(3n) = p(2n) =

p(n) + 1 baïx ba n = 3n − 2n gäj biqij bolno. Odoo n nť 3-t xuwaagddag
gäj üzťe. n nť q-ääs baga büx sondgoï anxny toond xuwaagddag, xarin
q-d xuwaagdaxgüï baïx anxny q too oldono. Tägwäl p(q · n) = p(2 · q−12 ·
n) = p(n) + 1 baïna. Uqir nť q−1

2 toony büx anxny toon xuwaagq q-ääs
baga bögööd tär anxny toonuud nť p(2n) -d toologdson baïgaa. Tägäxäär
n = q · n− 2 · q−12 gäj biqij bolno.

B-2. Tal däär xiïj baïgaa üïldliïg, cagiïn züüniï daguu äxniï oroïn
toog 1-äär ixäsgäj, daraagiïn oroïn toog 1-äär bagasgaj baïwal "+1" üïl-
däl, xarin äxniï toog 1-äär bagasgaj, daraagiïn toog 1-äär ixäsgäj baïwal
"-1" üïldäl gäj toocoë. Näg tal däär "+1" üïldäl xiïgääd, daraa nť "-1"
üïldliïg xiïwäl ür dün nť ug tal däär ogt üïldäl xiïgäägüïtäï adilxan.
Tägäxäär nägänt suragq xamgiïn cöön üïldäl xiïsän tul täräär tal tus
bür däär űmagt "+1" üïldäl, äswäl űmagt "-1" üïldäl xiïsän baïx ëstoï.
Caašid näg tal däär k udaa "+1" üïldäl xiïxiïg k - üïldäl, xarin k
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udaa "-1" üïldäl xiïxiïg -k - üïldäl xiïsän gäj toocoë. Olon öncög-
tiïn taluudyg cagiïn züüniï daguu dugaarlaad, suragq ädgäär taluud
däär k1, k2, · · · , k2015 üïldäl xiïsän gäj üzťe. Mön äsrägääs nť änä toonuud
bügd tägääs űlgaataï gäj üzťe. k1, k2, · · · , k2015 toonuudaas m širxäg nť
äeräg, n širxäg nť sörög bolog. 2015 nť sondgoï too tul m > n äswäl m < n

baïna. m > n üed suragq olon öncögtiïn taluud däär k1, k2, · · · , k2015 biš
xarin k1− 1, k2− 1, · · · , k2015− 1 üïldäl xiïwäl, olon öncögtiïn oroïnuud
däär biqigdsän toonuud ijil xäwäär baïna. Xarin tiïm üïldliïn too

k1 − 1|+ |k2 − 1|+ · · ·+ |k2015 − 1| =
= |k1|+ |k2|+ · · ·+ |k2015| −m+ n <

< |k1|+ |k2|+ · · ·+ |k2015|

bolj zörqild xürnä.
n > m üed suragq olon öncögtiïn taluud däär k1, k2, . . . , k2015 biš

xarin k1+1, k2+1, · · · , k2015+1 üïldäl xiïwäl niït üïldliïn too |k1+1|+
|k2+1|+· · ·+|k2015+1| = |k1|+|k2|+· · ·+|k2015|+m−n < |k1|+|k2|+· · ·+|k2015|
bolj zörqild xürnä.

B-3.

Ogtlogq ba šürgägqiïn qanar ësoor AKF , AFD gurwaljnuud tösöötäï
gädgääs

KF

FD
=
AK

AF
gäj garna. Mön AKE, AED gurwaljnuud tösöötäï tul

AD

AE
=
ED

KE
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baïna. Änd gädgiïg anxaarwal änä 2 tänclääs

KF

FD
=
AK

AE
=
AK

AD
· ED
KE

gäj garna. Nägänt KE ‖ DC tul

AK

AD
=
KE

DC

baïna. Iïmd
KF

FD
=
AK

AD
· ED
KE

=
ED

DC
ţm. γ toïrgiïn KE xöwq tüüniï D cägt tatsan šürgägqtäï parallelť
tul KD = ED baïx ëstoï. Iïmd däärx täncliïg

KF

FD
=
KD

DC

gäj biqij bolno. Šürgägq ba ogtlogqiïn xoorondox öncgiïn qanaraar
∠KFD = ∠KDC tul süüliïn täncäl nť KFD, KDC gurwaljnuud tö-
söötäï gädgiïg üzüülj bolno. Iïmd ∠KDF = ∠KCD baïna. Šürgägq
ba ogtlogqiïn xoorondox öncgiïn qanaraar ∠KDF = ∠AFK baïx bögööd
∠AFK = ∠KCD = ∠KCB täncäl nť B,F , K, C cägüüd näg toïrog däär
oršixyg xaruulna.

Baga angiïn bagš

A-1. Xariu: n = {1, 2, 3, 7}. Batyn alimny toog x, Boldyn alimny toog
y gäe. Tägwäl bodlogyn nöxcöl ësoor:{
x+ 3 = n · (y − 3)

y + n = 3 · (x− n) ⇒
{
x = n · (y − 3)− 3

y + n = 3 · (n · (y − 3)− 3− n) buţu y + n =

3ny − 12n− 9 bolno. Ändääs n-iïg y-äär

3n =
3y + 27

3y − 13
=

3y − 13 + 40

3y − 13
= 3 +

40

3y − 13

gäj ilärxiïlwäl 3y − 13 = {1, 2, 4, 5, 8, 10, 20, 40} bolno.

3y − 13 1 2 4 5 8 10 20 40
y × 5 × 6 7 × 11 ×

n = y+9
3y−13 7 3 2 1
x 11 16 5 5

A-2. Xariu: 120, 140, 775. n-iïn xamgiïn baga anxny toon xuwaagqiïg p
gäe. Tägwäl n-iïn xamgiïn ix xoër xawaagqiïn niïlbär nť n+ n

p . Tüünqlän
n-iïn xamgiïn baga 3 xuwaagq daraax 2 bolomjoor songogdono.
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a) 1, p, p2 baïx toxioldol. Tägwäl bodlogyn nöxcöl ësoor n
p (p + 1) =

30(1 + p + p2) buţu p(p + 1) · np2 = 30 + 30(p + p2) bolno. Ändääs p + p2 nť
30-yn xuwaagq gäj garax bögööd p anxny too tul 2 äswäl 5 baïna. Iïmd
p = 2 üed n = 140, p = 5 üed n = 775 bolno.

b) 1, p, q (p < q) nť n-iïn xamgiïn baga anxny toon xuwaagqid baïx
toxioldold n

p (p + 1) = 30(1 + p + q) buţu q(p + 1) npq = 30(p + 1) + 30q.
Ändääs

(∗) 30q
...(p+ 1) ba 30(p+ 1)

...q (∗∗)

bolno. Xäräw p nť sondgoï anxny too bol q > p+1 bolox buţu (q, p+1) = 1

baïna. (∗∗)-oos q nť 30-iïn xuwaagq gäj garax bögööd q ≥ 5 tul q = 5 ba

p = 3 bolno. Änä üed 30
...(3+1) bolj (∗)-d zörqil üüsnä. Iïmd p = 2 baïna.

q < p2 tul q = 3. Ändääs n = 120 bolj bodlogyn nöxcliïg xangax nť
xaragdaj baïna.

A-3. Xariu: xz
y .

AB1X ba A1BX gurwaljnuudyn talbaïg xargalzan u, v gäe.

(1)
CA1

A1B
=
S4CB1A1

S4BB1A1

=
S4ACA1

S4ABA1

⇒ x

y + v
=
x+ y + u

z + v

(2)
B1X

XB
=
S4B1A1X

S4XA1B
=
S4AB1X

S4AXB
⇒ y

v
=
u

z
⇒ yz = uv

(1)-iïg xuwirgawal xz = xy + y2 + yu + yv + uv (3) bolno. (3)-d (2)-iïg
orluulbal

xz = y (x+ y + u+ v + z)︸ ︷︷ ︸
S4ABC

buţu S4ABC =
xz

y
bolno.

B-1. Xariu: (1, 2); (2, 1); (2, 2); (2, 3); (3, 2); (3, 3).
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a ba b nť tägš ärxtäï tul b > a gäj üzäj bolno. b2 − a nť a2 + b-iïg
xuwaax tul a2 + b > b2 − a buţu (a+ b)(1 + a− b) > 0 bolno. a+ b > 0 tul
1+ a− b > 0 buţu 1+ a > b. Iïmd b = a äswäl b = a+1 gäsän 2 bolomjtoï.

1. b = a üed

a2 + b

b2 − a
=
a2 + a

a2 − a
=
a+ 1

a− 1
= 1 +

2

a− 1
.

a natural too gädgiïg anxaarwal a = {2, 3} bolno.
2. b = a+ 1 üed

b2 + a

a2 − b
=
a2 + 3a+ 1

a2 − a− 1
= 1 +

4a+ 2

a2 − a− 1
.

Iïmd a2 − a− 1 6 4a+ 2 buţu a2 − 5a− 3 6 0 bolno. Änä täncäl bišiïg
bielüüläx a iïn utga 1, 2, 3, 4, 5 bolno. Ändääs 1, 2 šiïd bolno.

B-2. Xariu: 2038. Äxlääd kubyn irmägiïg daïrsan 12 šuluunyg orxij
toocşë. Tägwäl

a) Kubyn oroïn cäg büriïg tüüniïg aguulsan 3 irmägääs űlgaataï 9
irmäg däär oršix cägüüdtäï xolboson šuluun tatşű. Änä nť 9 · 5+ 4 = 49

šuluun bolno.

b) Kubyn oroïn biš cägiïn xuwťd tüüniïg aguulsan irmäg däär oršixgüï
cägüüdtäï xolboson šuluun tatşű. Änä nť 11 · 5 + 6 = 61 šuluun bolno.
Ingäj tooloxod šuluun bür 2 udaa toologdox uqraas

1

2
(8 · 49 + 60 · 61) = 2026

šuluun garna. Üün däär kubyn irmägiïg daïrsan 12 šuluunyg nämäxäd
2038 bolno.

B-3. Xariu: 2 . Xoëroos baga baïj boloxgüïg xaruulşű. Äsrägääs nť
2-oos baga baïna gäj üzwäl ug űlgawar zöwxön 1 baïx bolomjtoï. Tägwäl
xüsnägtänd biqigdsän xamgiïn ix dörwön toony niïlbär ba xamgiïn baga
dörwön toony niïlbäriïn űlgawar nť 4-öös ixgüï baïna. 4 × 4 kwadratad
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2 × 2 kwadrat 9 širxäg baïna. Iïmd 9 širxgiïn űdaj 2 -yn niïlbär
täncüü bolj zörqild orow. 2 üed daraax jišääg gargaj bolno.

Dund angiïn bagš

A-1. γ1, γ2, . . . , γn−1 nť f ′(x)-iïn űzguuruud gäwäl Rolliïn teoremoor täd
bügd boditoï ba β1, β2, . . . , βn nť f(x)−b-iïn, α1, α2, . . . , αn nť f(x)−a-iïn
űzguuruud gäwäl

β1 < γ1 < β2 < γ2 < · · · < βn−1 < γn < βn,

α1 < γ1 < α2 < γ2 < · · · < αn−1 < γn < αn

baïna. Iïmd (α1, β1), . . . , (αn, βn) interwaluud ül ogtlolcox ba f(αi) = a,
f(αi) = b tul ∃(αi, βi) : f(xi) = λ, i = 1, . . . , n.

A-2. Ögögdsön gurwaljniï talbaïg S, mön x, y, z zaïnuudad xargalzax
taluudyn urtiïg tus tus a, b, c gäe. Tägwäl xa = yb = zc = 2S/3 buţu√

3xy +
√
3yz +

√
3zx =

2S√
3

(
1√
ab

+
1√
bc

+
1√
ca

)
baïna. Koši-Šwarciïn täncätgäl biš ašiglan

1√
3

(
1√
ab

+
1√
bc

+
1√
ca

)
≤

√(
1

3
+

1

3
+

1

3

)(
1

ab
+

1

bc
+

1

ca

)
=

√
a+ b+ c

abc

gäj biqij bolno. Bid ögögdsön gurwaljing bagtaasan toïrgiïn radiu-
siïg R gäe. Tägwäl abc = 4SR ba S = pr uqraas√

a+ b+ c

abc
=

√
2p

4prR
=

√
1

2rR

bolno. Äïleriïn täncätgäl bišäär 2r ≤ R tul däärxääs

√
3xy +

√
3yz +

√
3zx ≤ 2pr

√
1

2rR
= p

√
2r

R
≤ p
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bolj bodlogo bodogdäw.

B-1. Xariu: Oršin baïxgüï. Äsrägääs nť ∀x ∈ R : f(f(x)) = (x−1)f(x)+

2 (1) baïx sürťektiw funkc oršin baïna gäj üzťe. Tägwäl (1)-ääs

f((x− 1)f(x) + 2) = f(f(f(x))) = (f(x)− 1)f(f(x)) + 2

= (f(x)− 1)((x− 1)f(x) + 2)) + 2

= f(x)((x− 1)(f(x)− 1) + 2)) (2)

gäj üzťe. f nť sürťektiw tul ∃a ∈ R : f(a) = 0. x = a gäj awbal (1)-ääs
f(0) = 2, (2)-oos f(2) = 0 gäj garna.

(2)-t x = 1 gäj awbal 2f(1) = f(2) = 0 buţu f(1) = 0. f nť sürťektiw
tul ∃b ∈ R : f(b) = 1. (1)-d x = b gäj awbal f(f(b)) = (b− 1)f(b) + 2 buţu
f(1) = b + 1. Iïmd f(1) = 0 uqir f(−1) = 1. f nť sürťektiw tul ∃c ∈ R :

f(c) = −1. (1)-d x = c gäj awbal f(f(c)) = (c − 1)f(c) + 2 = −c + 3buţu
c = 2 bolno. Ändääs 0 = f(2) = −1 bolj zörqil garna .

B-2.

AP ∩BQ = Z,AM ∩BQ = G,AM ∩KQ = I,BM ∩AP = F,BM ∩KP = F

gäj tämdägläe. ABCD toïrog bagtaasan dörwön öncögtiïn xuwťd taluu-
dyg šürgäsän cägüüdiïg xolboson šuluunuud diagonaliud däär ogtlolc-
dog tul KL,BD, ML culuunuud H cägt ogtlolcono.

A,K,B cägüüd ba Q,D,M cägüüdiïn xuwťd Pappyn teorem xärägläwäl
AD ∩ QK = N,AM ∩ QD = G,DB ∩ KL = H cägüüd näg šuluun däär
oršino. Űg adilxnaar A,K,B cägüüd ba M,C,P cägüüdiïn xuwťd Pappyn
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teorem xärägläwäl H,F,L cägüüd näg šuluun däär oršix tul N,C,H, F, L
cägüüd näg šuluun däär oršino.

Toïrgiïn xuwť daxť A cägiïn tuïlyn šuluun `A = NK 3 Q tul `Q 3
A, mön M cägiïn tuïlyn šuluun `M = DC 3 Q tul `Q 3M gädgääs `Q =

AQ bolno. Q cägääs tatsan ogtlogqyn tüüniï tuïlyn šuluunyg ogtolson
I cäg tul (QNIK) garmonik ba adilxnaar `P = MB gädgääs (PLFK)

garmonik bolno. Gätäl (QNIK) ba (PLFK) garmonik dörwölüüd ba K

cäg erönxiï tul garmonik xarťcaany qanar ësoor QP,NL, IE šuluunuud
näg cägt ogtlolcono.
4QIG,4PEF gurwaljnuudyn xargaldax oroïnuudyg daïrsan šuluu-

nuud näg cägt ogtolocox tul Dezargyn teorem ësoor xargalzax taluudyn
ogtolcol K,Z,M cägüüd cäg šuluun däär oršix bolj batlagdaw.

Bodolt II. Ögsön toïrgiïn töwiïg O, radius nť r baïg. AB ∩ KP =

F,AO ∩ QK = R baïg. Tägwäl OA · OR = r2 = OB · OF tul A,R, F,B

cägüüd näg toïrog däär oršino. Ändääs 90◦+∠AFK = ∠ARB = ∠BFA =

90◦ + ∠AFK buţu ∠AFK = ∠AFK = α bolno.

Nögöö talaas OA ·OR = r2 gädgääs4AMO,4MRO xuwťd
AO

r
=

r

OR
ba

∠AOM erönxiï gädgääs tösöötäï buţu 90◦−∠QRM = ∠ORM = ∠OMA =

90◦ − ∠QMA ⇒ ∠QRM = ∠QMA = β. Üüntäï adilxnaar r2 = OB · OF
gädgääs ∠PFM = ∠BMP = γ.

QB,AP,MK šuluunuud näg cägt ogtolno gädgiïg4QKP gurwaljny xuwťd
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Qewiïn teoremiïg trigonometriïn xälbärt biqääd batalşű.

s =
sin∠PQB
sin∠BQK

· sin∠QKM
sin∠MKP

· sin∠KPA
sin∠APQ

= 1

gäj batlax estoï.
Gätäl B cägääs QK tal xürtälx zaïg xoër űnzaar biqääd täncüülbäl

BQ · sin∠PQB = BM · sin γ ba B cägääs PK tal xürtälx zaïg xoër űn-

zaar biqääd täncüülbäl BQ · sin∠BQK = BR · sinα gädgääs
sin∠PQB
sin∠BQK

=

BM · sin γ
BR · sinα

bolno.

Üüntäï adilaar
sin∠QKM
sin∠MKP

=
MR · sinβ
MF · sin γ

ba
sin∠KPA
sin∠APQ

=
AF · sinα
AM · sinβ

tul ändääs

s =
sin∠PQB
sin∠BQK

· sin∠QKM
sin∠MKP

· sin∠KPA
sin∠APQ

=
BM · sin γ
BR · sinα

· MR · sinβ
MF · sin γ

· AF · sinα
AM · sinβ

bolno. ARFB toïrogt bagtsan dörwön öncögt gädgääs
AF

BR
=

sin∠ABO
sin∠BAO

.

4MFB-s sinusyn teorem ësoor
BM

MF
=

cos γ

sin∠OBM
. Üüntäï adilaar4MPB-

s sinusyn teorem ësoor
MR

AM
=

sin∠OAM
cosβ

. Mön γ = 90◦ − ∠OMB,

β = 90◦ − ∠OMA tul

s =
sin∠ABO
sin∠BAO

· sin∠OMB

sin∠OBM
· sin∠OAM
sin∠OMA

bolno .
Gätäl 4ABM -n xuwťd OA,OB,OM näg cägt ogtlolcono gädgiïg önc-

giïn xälbäräär biqwäl s = 1 bolj batlagdaw.

B-3. x→ x− 2 gäwäl f(x− 2) = xp + pg(x)x+ (−2)p + 2 bolno. Xäräw p2 -
2p−2 bol Äïzänštäïniï šinjüüräär änä olon gišüünt ül zadarna. Gätäl
p2 | 2p − 2 baïx anxny too p oršin baïdag (p = 1093, 3511 nť p ≤ 4 · 1022
baïx utga ţm). Änä üed algebriïn örgötgöliïn onol ašiglan ül zadarna
gädgiïg batalj bolno. Xarin älementar argyg nť mädäxgüï baïna.
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BÜLÄG 2

Ulsyn Matematikiïn 51-r Olimpiadyn 4-r dawaa

2.1 Bodloguud

2.1.1 Äxniï ödör–2015.05.02

Mongolyn Matematikiïn 51-r Olimpiad, IV Dawaa, IX angi
Äxniï ödör 2015.05.02

Bodox xugacaa 4 cag 30 minut, bodlogo bür 7 onoo.

A.1
(x2 − 1)2(y2 − 1)2 + 16x2y2 = z2

baïx büx natural x, y, z toog ol.

A.2 abc = 1 baïx äeräg a, b, c toonuudyn xuwťd

a2

b+ c
+

b2

c+ a
+

c2

a+ b
≥ 9

3 + a2 + b2 + c2

täncätgäl biš bieläxiïg batal.

A.3 ABC gurwaljny A, B, C oroïgoos tatsan bissektrissiïn ürgäljlä-
lüüd gurwaljnyg bagtaasan toïrgiïg xargalzan M , N , K cägt ogtolno.
AB, MK xärqmüüd P cägt, AC, MN xärqmüüd Q cägt tus tus ogtlolcdog
bol PQ šuluun BC taltaï parallelť gädgiïg batal.
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Mongolyn Matematikiïn 51-r Olimpiad, IV Dawaa, X angi
Äxniï ödör 2015.05.02

Bodox xugacaa 4 cag 30 minut, bodlogo bür 7 onoo.

A.1 a, b, c, d nť äeräg toonuud bol

(a+ b)2 + (c+ d)2

(a2 + c2)(b+ d) + (a+ c)(b2 + d2)
≤ 1

a+ c
+

1

b+ d

boloxyg batal.

A.2 Xurc öncögt ABC gurwaljny AD, BE öndrüüd H cägt ogtlolcono.
ABC gurwaljnyg bagtaasan toïrog CH diametrtäï toïrogtoï C oroïgoos

űlgaataï K cägt ogtlolcdog bol
DK

KE
=
DH

HE
gädgiïg batal.

A.3 Alť q xoër mör nť xoorondoo űlgaataï, mön alť q xoër bagana nť
xoorondoo űlgaataï budagdsan baïxaar 4 × 4 xämjäätäï xüsnägtiïn nüd-
nüüdiïg ulaan xöx xoër öngöör xädän űlgaataï argaar budaj bolox wä?

Mongolyn Matematikiïn 51-r Olimpiad, IV Dawaa, XI angi
Äxniï ödör 2015.05.02

Bodox xugacaa 4 cag 30 minut, bodlogo bür 7 onoo.

A.1 Sambart tus bür n-ääs baga n širxäg natural toog biqsän baïw. Niïl-
bär nť n-d xuwaagddag xädän toog sambaraas cor ganc argaar songoj boldog
bol sambart biqigdsän büx too ijil gädgiïg batal.

A.2 Toïrog bagtaasan ABCDEF zurgaan öncögtiïn AB, CD taluudyn
ürgäljläl K cägt, CD, EF taluudyn ürgäljläl L cägt, DE, AF taluu-
dyn ürgäljläl M cägt, AF , BC taluudyn ürgäljläl N cägt tus tus
ogtlolcono. KM , LN šuluunuudyn ogtlolclyn cäg BE šuluun däär or-
šixyg batal.

A.3 Duryn natural a, b toonuudyn xuwťd

af(a)2 + bf(b)2 + 3ab(f(a) + f(b))
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nť bütän kub baïx büx f : N → N buulgaltyg ol (änd N-äär natural toon
olonlogiïg tämdägläw).

Mongolyn Matematikiïn 51-r Olimpiad, IV Dawaa, XII angi
Äxniï ödör 2015.05.02

Bodox xugacaa 4 cag 30 minut, bodlogo bür 7 onoo.

A.1 Sambart tus bür n-ääs baga n širxäg natural toog biqsän baïw. Niïl-
bär nť n-d xuwaagddag xädän toog sambaraas cor ganc argaar songoj boldog
bol sambart biqigdsän büx too ijil gädgiïg batal.

A.2 Xurc öncögt ABC gurwaljny AD, CE öndrüüd H cägt ogtlolcdog
baïw. Gurwaljny AB, BC taluudyn dundaj cägüüd xargalzan M , N bö-
gööd MH, NH cacraguud ABC gurwaljnyg bagtaasan ω toïrgiïg xargal-
zan K, L cägüüdäär ogtolno. DHK, EHL gurwaljnyg bagtaasan toïrguud
ω toïrgiïg daxin P , Q cägt ogtoldog bol D, E, P , Q cägüüd näg toïrog
däär oršixyg batal.

A.3 n × n xämjäätäï xüsnägtiïn zarim nüdiïg xar öngöör, üldsän nüd-
nüüdiïg cagaan öngöör budsan bögööd xar nüd büriïn xörš cagaan öngiïn
nüdniï too tägš baïw. Xar nüd büriïn xörš ulaan öngiïn nüdniï too
xörš xöx öngiïn nüdniï tootoï täncüü baïxaar xüsnägtiïn büx cagaan
nüdiïg ulaan, xöx öngöör budaj boloxyg batal. (Erönxiï taltaï nüdnüü-
diïg xörš gäj toocno.)

Mongolyn Matematikiïn 51-r Olimpiad, IV Dawaa, Baga Angiïn Bagš
Äxniï ödör 2015.05.02

Bodox xugacaa 4 cag 30 minut, bodlogo bür 7 onoo.

A.1 x3 = y3 + y2 − y + 7 tägšitgäliïn büx büxäl x, y šiïdiïg ol.

A.2 Xawtgaï däär 19 űlgaataï cäg tämdäglääd, tämdäglägdsän xos cäg bü-
riïn xoorondox zaïg oljää. Olson zaïnuud nť naïman űlgaataï utgataï
baïj bolox uu?
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A.3 n taltaï zöw gurwaljnyg taluudtaï nť parallelť šuluunuud tataj,
nägj taltaï n2 širxäg jijig zöw gurwaljind xuwaaw. Alť q jijig
gurwaljny gurwan tal nť öör öngötäï baïxaar büx jijig gurwaljny ta-
luudyg ulaan, xöx, nogoon öngöör xädän űlgaataï argaar budaj bolox wä?

Mongolyn Matematikiïn 51-r Olimpiad, IV Dawaa, Dund Angiïn Bagš
Äxniï ödör 2015.05.02

Bodox xugacaa 4 cag 30 minut, bodlogo bür 7 onoo.

A.1 Daraax qanartaï büx natural toon {an}∞n=1 daraallyg ol:

(1) Űmar q natural k-iïn xuwťd a2k+1 = 2 · a2k baïna.

(2) Űmar q natural k-iïn xuwťd a1, a2, · · · , ak gišüüdiïg k-d xuwaaxad
űlgaataï üldägdlüüd ögnö.

baïx büx natural toon daraallyg ol.
A.2 a ≥ 1, b ≥ 2 natural toonuud ögögdöw. Natural n too büriïn xuwťd
f(na) ba f(bn) utguud nť xarilcan anxny toonuud baïdag büxäl koeffi-
cienttäï, togtmol biš f(x) olon gišüünt oldox uu?

A.3 Sörög biš büxäl n toony xuwťd 0 ≤ x ≤ y ≤ z ≤ x + y bögööd
x + y + z = n baïx büx büxäl toon (x, y, z) gurwaluudyn toog cn gäj täm-
dägläe. n ≥ 2 üed

n · cn ≤ 9 · (c0 + c1 + · · ·+ cn−2)

täncätgäl biš bieläxiïg batal.

2.1.2 Xoër dax´ ödör–2015.05.02

Mongolyn Matematikiïn 51-r Olimpiad, IV Dawaa, IX angi
Xoër daxť ödör 2015.05.03

Bodox xugacaa 4 cag 30 minut, bodlogo bür 7 onoo.

B.1 Toïrog däär 51 širxäg űlgaataï büxäl too biqsän bögööd too bür nť
cagiïn züüniï daguu tüüniï daraa biqigdsän 3 toony niïlbärääs ix baïw.
Biqigdsän büx toonuud dotor xamgiïn olondoo xädän natural too baïx wä?
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B.2 Alť q gurwynx nť niïlbär nť űdaj näg űzguurtaï, alť q xoërynx nť
niïlbär űzguurgüï baïx dörwön širxäg kwadrat gurwan gišüünt oršin
baïx uu?

B.3 Güdgär ABCD dörwön öncögtiïn AC, BD diagonaliud O cägt ogt-
lolcox bögööd AB, CD taluudyn dundaj cägüüd nť M , N baïw. P cägiïg
MONP dörwön öncögt parallelogramm baïxaar songon awsan bol APD,
BPC gurwaljnuudyn talbaï täncüü gädgiïg batal.

Mongolyn Matematikiïn 51-r Olimpiad, IV Dawaa, X angi
Xoër daxť ödör 2015.05.03

Bodox xugacaa 4 cag 30 minut, bodlogo bür 7 onoo.

B.1 Alť q gurwynx niïlbär nť űdaj näg űzguurtaï, alť q xoërynx nť niïl-
bär űzguurgüï baïx dörwön širxäg kwadrat gurwan gišüünt oršin baïx
uu?

B.2 m ≥ 2 natural too bol m4 + 1 too nť m2-aas ix, (m + 1)2-aas baga
natural toon xuwaagqgüï gädgiïg batal.

B.3 Äldäw talt ABC gurwaljny medianuudyn ogtlolclyn cäg M , bag-
taasan toïrgiïn töw O baïw. OM šuluun däär K cägiïg ∠KAB = ∠ABC
baïxaar songoj awsan bögööd K, C cägüüd AB šuluuny näg tald oršij
baïw. ∠KCB = ∠ABC gädgiïg batal.

Mongolyn Matematikiïn 51-r Olimpiad, IV Dawaa, XI angi
Xoër daxť ödör 2015.05.03

Bodox xugacaa 4 cag 30 minut, bodlogo bür 7 onoo.

B.1 a+ b+ c+ d = 2 baïdag sörög biš a, b, c, d toonuudyn xuwťd

(a2 + b2)(b2 + c2)(c2 + d2)(d2 + a2) ≤ 1

täncätgäl biš bieläxiïg batal.
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B.2 2∠A > ∠B baïx äldäw talt ABC gurwaljny BC tal däär D cägiïg
2∠CAD = ∠ABC baïxaar songon awqää. ABC gurwaljny öndrüüd H cägt
ogtlolcox bögööd AD šuluun nť AHC gurwaljnyg bagtaasan toïrgiïg A
oroïgoos űlgaataï K cägt ogtolno. BDK gurwaljnyg bagtaasan toïrog
AB šuluunyg B oroïgoos űlgaataï E cägt ogtoldog bol AE = CD gädgiïg
batal.

B.3 n ≥ 2 too ögögdöw. Alť q baganad biqigdsän xoër toony niïlbär 1

baïxaar 2 mör, n baganataï xüsnägtiïn nüdnüüdäd äeräg toonuud biqjää.
Xüsnägtäd toonuud űaj biqigdsänääs ogt xamaaraxgüïgäär, alť q mörönd
üldsän toonuudyn niïlbär a-aas xäträxgüï baïxaar xüsnägtiïn bagana bü-
rääs näg, niït n širxäg toog xüsnägtääs űmagt arqij qaddag baïw. Iïm
a too xamgiïn bagadaa xäd baïj bolox wä?

Mongolyn Matematikiïn 51-r Olimpiad, IV Dawaa, XII angi
Xoër daxť ödör 2015.05.03

Bodox xugacaa 4 cag 30 minut, bodlogo bür 7 onoo.

B.1 Anxny p toog 4-t xuwaaxad 1 üldägdäl ögdög baïw. 2n+n2 niïlbär nť
p-d xuwaagddag natural n too tögsgölgüï olon oldono gäj batal.

B.2 Xäräw x, y, z nť x+ y + z + xyz = 4 baïdag äeräg toonuud bol

x√
2y + 3z

+
y√

2z + 3x
+

z√
2x+ 3y

≥ 1√
5
(x+ y + z)

täncätgäl biš bielnä gäj batal.

B.3O cägt töwtäï toïrogt bagtsan ABCD dörwön öncögtiïn AB, BC, CD,
DA taluudyn dundaj cägüüd xargalzan K, L, M , N baïg. KM , LN šu-
luunuud O cägiïg daïrdaggüï bögööd xoorondoo E cägt ogtlolcono. KM
xärqim däär P cägiïg ∠KOE = ∠MOP baïxaar, LN xärqim däär Q cä-
giïg ∠LOE = ∠NOQ baïxaar tus tus songon awqää. O, P , Q cägüüd näg
šuluun däär oršixyg batal.

Mongolyn Matematikiïn 51-r Olimpiad, IV Dawaa, Baga Angiïn Bagš
Xoër daxť ödör 2015.05.03
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Bodox xugacaa 4 cag 30 minut, bodlogo bür 7 onoo.

B.1 Baït xarwaany tämcäänd orolcson xarwaaqid 10, 5, 2, 1 onootoï baïg
tus bür 30 sumaar onoj niïlbär onoogooroo uraldjää. Xarwaaq bür alť
q onoog 10-aas olongüï udaa onoson bögööd tämcääniï dün garaxad büx
xarwaaqid űlgaataï onoo awsan baïw. Tämcäänd xamgiïn olondoo xädän
xarwaaq orolcson bä?

B.2 Sörög biš bodit a, b, c toonuudyn xuwťd a+ b+ c = 3 bol

5a+ 2ab+ 2ac+ 4abc ≤ 16

gäj batal.

B.3 Güdgär ABCD dörwön öncögtiïn AC, BD diagonaliud O cägt ogt-
lolcox bögööd AB, CD taluudyn dundaj cägüüd nť M , N baïw. P cägiïg
MONP dörwön öncögt parallelogramm baïxaar songon awsan bol APD,
BPC gurwaljnuudyn talbaï täncüü gädgiïg batal.

Mongolyn Matematikiïn 51-r Olimpiad, IV Dawaa, Dund Angiïn Bagš
Xoër daxť ödör 2015.05.03

Bodox xugacaa 4 cag 30 minut, bodlogo bür 7 onoo.

B.1 n2 širxäg xuwaagqtaï natural too baïjää. Tär toony büx xuwaagqdyg
n× n xüsnägtäd alť q m?r, bagany niïlbär täncüü baïxaar biqij boldog
büx n-iïg ol.

B.2 Sondgoï anxny p too ögögdöw. Natural toon A olonlogiïn toonuudyg
p-d xuwaaxad garax űlgaataï üldägdlüüdiïn olonlogiïg Ap gäj tämdägläe.
Xamgiïn baga űmar n toony xuwťd |A| = n bögööd |Ap| = p − 1 baïx űmar
q A olonlogt niïlbär nť p-d xuwaagddag p širxäg űlgaataï too zaawal
oldox wä?

B.3 Duryn bodit −1 < x, y, z < 1 toonuudyn xuwťd

1

(1− x2)(1− y2)(1− z2)
+2

1

(1− xy)(1− yz)(1− zx)
≥

1

(1− x2)(1− yz)2
+

1

(1− y2)(1− zx)2
+

1

(1− z2)(1− xy)2
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täncätgäl biš bieläxiïg batal.

2.2 Bodoltuud

9-r angi

A1. x2 − 1 = a, y2 − 1 = b gäe. Tägwäl ögögdsön tägšitgäl

a2b2 + 16(a+ 1)(b+ 1) = z2

bolno. a, b > 13 üed
(ab+ 8)2 < z2 < (ab+ 9)2

gädgiïg xűlbarxan xarj bolno. Iïmd a, b-iïn űdaj näg nť 13-aas xäträxgüï
buţu x, y-iïn űdaj näg nť 3-aas xäträxgüï. Änä üed xűlbarxan šalgaad
xariug olno. Xariu: (x, y, z) = {(1, n, 4n), (n, 1, 4n) | n ∈ N}

A2.
a2

b+ c
+

b2

c+ a
+

c2

a+ b
> 3 · 3

√
a2b2c2

(a+ b)(b+ c)(c+ a)
>

> 3 · 1

(a+ b) + (b+ c) + (c+ a)

3

=

=
9

2a+ 2b+ 2c
>

9

(a2 + 1) + (b2 + 1) + (c2 + 1)
=

9

3 + a2 + b2 + c2

a = b = c = 1 üed täncäldää xürnä.
A3.

^

AN =
^

NC ⇒MQ nť 4AMC-iïn bissektriss
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Bissektrissiïn tuxaï teorem ësoor
AQ

QC
=
AM

MC
(1) bolno.

Mön adilaar
AP

PB
=
AM

MB
(2) bolno.

^

BM =
^

MC
(1),(2)⇒ AQ

QC
=
AP

PB
Ändääs Falesiïn teorem ësoor PQ ‖ BC bolj batlagdana.
B1. Xäräw daraalsan 3 äeräg too ai, ai+1, ai+2 baïdag bol ai−1 > 0 bolno.

Ändääs büx too äeräg gäj garna. Gätäl xamgiïn baga toony xuwťd bodlogyn
nöxcöl bieläx bolomjgüï bolox uqraas duryn daraalsan 3 toony űdaj näg
nť sörög baïna. Iïmd dor xaűj 51 : 3 = 17 širxäg sörög too baïna. Űg 17
širxäg sörög too baïdag gäe. Tägwäl duryn daraalsan 3 toony űg näg nť
sörög baïna. ai, ai+3, ai+6, (i = 1 ∨ 2 ∨ 3) sörög gäe.

aj > aj+1 + aj+2 + aj+3 > aj+3

gäj garna. Ändääs ai > ai+3 > ... > ai+48 > ai bolj zörqil üüsnä. Iïmd
xamgiïn ixdää 33 širxäg natural too baïj bolno.

Jišää baïguulşű. n-r büläg: (2(n2 − 1)− 1220, 2n, 2n+ 1), n = 1, 16.

17-r büläg: (−644,−578, 1)

B2. Oršin baïxgüï. Äsrägääs nť f1, f2, f3, f4 gäsän kwadrat gurwan
gišüünt oršin baïdag gäe.

Aliwaa f = f(x) kwadrat gurwan gišüünt űzguurgüï baïna gädäg nť
f > 0 äswäl f < 0 gädäg nť oïlgomjtoï.

Lemm: g1, g2, g3 gurwan širxäg kwadrat gurwan gišüüntiïn alť q xoë-
rynx nť niïlbär űzguurgüï, ädgäär gurwyn niïlbär nť űdaj näg űzguurtaï
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bol g1 + g2, g1 + g3, g2 + g3 xoër nť ijil, näg nť äsräg tämdägtäï baïna.

Batalgaa: Äsrägääs nť g1 + g2 > 0, g1 + g3 > 0, g2 + g3 > 0 gäe. Äd-
gääriïg nämbäl 2(g1 + g2 + g3) > 0 bolj gurwyn niïlbär nť šiïdgüï bolj
zörqild xürnä. Bügd sörög tämdägtäï gäwäl mön analog ţm. Iïmd lemm
batlagdaw.

Tägwäl f1, f2, f3-iïn xuwťd xoërynx nť niïlbär äeräg, nögöö nť sörög
gäj üzťe. (xoër nť sörög, näg nť äeräg bol analog ţm).

f1 + f2 > 0 (1)

f1 + f3 > 0 (2)

f2 + f3 < 0 (3)

Odoo f2 + f4-iïn tämdgiïg toocťë.
A)

f2 + f4 > 0 (4)

gäe. Ändääs f1, f2, f4-iïn xuwťd Lemmd (1), (4) toocwol

f1 + f4 < 0 baïx ëstoï. (5)

Tägwäl (2) + (4)⇒
⇒ (f1 + f3) + (f2 + f4) > 0 (∗)

Mön (3) + (5)⇒
⇒ (f2 + f3) + (f1 + f4) > 0

bolj (∗)-d zörqild orno.
B)

f2 + f4 < 0 gäe. (6)

Ändääs f2, f3, f4-iïn xuwťd Lemmd (3), (6) toocwol

f3 + f4 > 0 baïx ëstoï. (7)

Mön f1, f3, f4-iïn xuwťd Lemmd (2), (7) toocwol

f1 + f4 < 0 baïx ëstoï. (8)

Tägwäl (1) + (7)⇒

(f1 + f2) + (f3 + f4) > 0 (∗∗)
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Mön (3) + (8)⇒
⇒ (f2 + f3) + (f1 + f4) < 0

bolj (∗∗)-d zörqild orno.
B3. OP

⋂
MN = Q baïg. Tägwäl

SBOC + SBPC = 2SBQC = SBMC + SCNB gädgääs SBPC =
1

2
SABC +

1

2
SBCD − SBOC =

1

2
(SAOB + SCOD + SBOC + SCOD − 2SBOC) =

1

2
(SAOB +

SCOD)

Mön adilaar SAPD + SAOD = 2SAQD = SAMD + SAND =
1

2
(SABD +

SACD)

SAPD =
1

2
(SAOB +SAOD+SCOD+SAOD− 2SAOD) =

1

2
(SAOB +SCOD) .

10-r angi

A1.

(a+ b)2 + (c+ d)2

(a2 + c2)(b+ d) + (a+ c)(b2 + d2)
≤ 1

a+ c
+

1

b+ d
=

a+ b+ c+ d

(a+ c)(b+ d)

täncätgäl bišiïnxää 2 talyg
(a2 + c2)(b+ d) + (a+ c)(a2 + c2)

a+ b+ c+ d
ilärxiïl-

läär ürjüülbäl
a2 + c2

a+ c
+
b2 + d2

b+ d
>

(a+ b)2 + (c+ d)2

a+ b+ c+ d
täncätgäl bišiïg

batlaxtaï adil bolno.
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x1 =

√
a2 + c2

a+ c
; y1 =

√
a+ c

x2 =

√
b2 + d2

b+ d
; y2 =

√
b+ d gäj songood Koši-Buűnkowskiïn täncätgäl

biš xärägläwäl

a2 + c2

a+ c
+
b2 + d2

b+ d
>

(
√
a2 + c2 +

√
b2 + d2)2

a+ b+ c+ d
=

=
a2 + b2 + c2 + d2 + 2

√
(a2 + c2)(b2 + d2)

a+ b+ c+ d
bolloo. Odoo daxin

Koši-Buűnkowskiïn täncätgäl biš ašiglaj
√
(a2 + c2)(b2 + d2) > ab+cd

gädgiïg toocwol
a2 + c2

a+ c
+
b2 + d2

b+ d
>

(a+ b)2 + (c+ d)2

a+ b+ c+ d
bolj batlagdaw.

Täncäldää xüräx nöxcliïg toocşë. 2 udaa Koši-Buűnkowskiïn täncät-
gäl biš xärägläsän tul{

x1

y1
= x2

y2
(∗)

a
b = c

d (∗∗)
⇒

{√
a2+c2

a+c =
√
b2+d2

b+d (∗)
ad = bc (∗∗)

baïxad täncäldää xürnä. Gä-

täl ad = bc nöxcöl bieldäg gädgääs (∗) nöxcöl bieläxiïg xűlbarxan šal-
gaj bolno. Iïmd täncäldää xüräx nöxcöl nť ad = bc baïna. J

A2.

]BDH = ]AEH, ]BHD = ]AHE tul ÖÖ-r 4BHD ∼ 4AHE ⇒ DH

HE
=
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BD

AE
(1)

Ijil numd tulsan uqir ]CDK = ]CEK ⇒ ]BOK = ]AEK, ]KBD =

]KAE

ÖÖ-r 4BDK ∼ 4AEK ⇒ BD

AE
=
DK

KE
(2)

Iïmd (1) ba (2)-ääs
DH

HE
=
BD

AE
=
DK

KE
⇒ DH

HE
=
DK

KE
gäj garna.

A3. Näg mörniï 4 nüdiïg 2 öngiïn budgaar budax bolomj nť 24 = 16

baïna. Iïmd 4 × 4 xüsnägtiïn büx mörüüd xoorondoo űlgaataï baïxaar
budax bolomjiïn too nť 4! ·C4

16 bolno. Odoo änä bolomjoos 2 ijil bagana
olddog bolomjiïg xaswal bidniï olox too garna. 3 bolon 4 ijil bagana
baïx bolomjgüï gädäg nť büx mörüüd űlgaataï gädgääs xaragdana.

Űg 2 ijil bagana ganc baïx bolomjiïn üldsän 2 bagana nť

gäsän mörüüdiïg sälgäxäd l üüsnä. Iïmd änä bolomjiïn too
nť C2

4 · 16 · 4! bolno. Xarin 2 ijil bagana 2 baïx bolomjiïn

too nť
16 · 14

2
· C2

4 baïna.

Ändääs bodlogyn xariu nť 4!C4
16−C2

4 ·16 ·4!−
16 · 14

2
·C2

4 = 40704 bolloo.

B1. Oršin baïxgüï. Äsrägääs nť f1, f2, f3, f4 gäsän kwadrat gurwan
gišüünt oršin baïdag gäe.

Aliwaa f = f(x) kwadrat gurwan gišüünt űzguurgüï baïna gädäg nť
f > 0 äswäl f < 0 gädäg nť oïlgomjtoï.

Lemm: g1, g2, g3 gurwan širxäg kwadrat gurwan gišüüntiïn alť q xoë-
rynx nť niïlbär űzguurgüï, ädgäär gurwyn niïlbär nť űdaj näg űzguurtaï
bol g1 + g2, g1 + g3, g2 + g3 xoër nť ijil, näg nť äsräg tämdägtäï baïna.

Batalgaa: Äsrägääs nť g1 + g2 > 0, g1 + g3 > 0, g2 + g3 > 0 gäe. Äd-
gääriïg nämbäl 2(g1 + g2 + g3) > 0 bolj gurwyn niïlbär nť šiïdgüï bolj
zörqild xürnä. Bügd sörög tämdägtäï gäwäl mön analog ţm. Iïmd lemm
batlagdaw.

Tägwäl f1, f2, f3-iïn xuwťd xoërynx nť niïlbär äeräg, nögöö nť sörög
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gäj üzťe. (xoër nť sörög, näg nť äeräg bol analog ţm).

f1 + f2 > 0 (1)

f1 + f3 > 0 (2)

f2 + f3 < 0 (3)

Odoo f2 + f4-iïn tämdgiïg toocťë.
A)

f2 + f4 > 0 (4)

gäe. Ändääs f1, f2, f4-iïn xuwťd Lemmd (1), (4) toocwol

f1 + f4 < 0 baïx ëstoï. (5)

Tägwäl (2) + (4)⇒
⇒ (f1 + f3) + (f2 + f4) > 0 (∗)

Mön (3) + (5)⇒
⇒ (f2 + f3) + (f1 + f4) > 0

bolj (∗)-d zörqild orno.
B)

f2 + f4 < 0 gäe. (6)

Ändääs f2, f3, f4-iïn xuwťd Lemmd (3), (6) toocwol

f3 + f4 > 0 baïx ëstoï. (7)

Mön f1, f3, f4-iïn xuwťd Lemmd (2), (7) toocwol

f1 + f4 < 0 baïx ëstoï. (8)

Tägwäl (1) + (7)⇒

(f1 + f2) + (f3 + f4) > 0 (∗∗)

Mön (3) + (8)⇒
⇒ (f2 + f3) + (f1 + f4) < 0

bolj (∗∗)-d zörqild orno.
B2. Äsrägääs m2 < n < (m + 1)2 baïx m4 + 1-iïn xuwaagq olddog gäe.

Tägwäl n = m2 + x baïna. Iïmd m4 + 1 = (m2 + x)(m2 − y) gäj biqij
qadna. 1 6 x 6 2m baïx nť oïlgomjtoï. Ändääs 1 + xy = m2(x − y) tul
x > y > 1 bolow.
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1) x − y = 1 baïg. 1 + (y + 1)y = m2 ⇔ 3 + (2y + 1)2 = (2m)2 ⇔
3 = (2m)2−(2y+1)2 = (2m+2y−1)(2m−2y−1)⇒ 2m+2y−1 > 2m+1 > 5

tul šiïdgüï bolno.
2) x− y = 2 baïg. 1+ y2 +2y = 2m2 ⇒ (y+1)2 = 2m2 natural šiïdgüï

baïx nť oïlgomjtoï
3) x−y = 3 baïg. 1+y2+2y = 3m2 ⇒ y2+1 = 3(m2−y)⇒ y2+1 6≡ 0(3)

tul zörqil üüsäj šiïdgüï.
4) x− y > 4 baïg. 1+ x2 > 1+ xy = m2(x− y) > 4m2 = (2m)2 ⇔ x 6 2m

gädgiïg sanawal x = 2m bolno. m2+m - m4+1 bolj zörqil üüsäj bodlogo
bodogdow.

B3. AB ba BC talyn dundajyg xargalzan P,Q gäe. CK ∩ AB = F ,
AK∩BC = E gäj tämdägläe. ∠BAK = ∠ABC tul4AEB nť adil xajuut
gurwaljin bolno. Iïmd E,O, P nť näg šuluun däär oršino. (Uqir nť
4AEB nť adil xajuut gurwaljin tul EP nť öndör bolno. Iïmd O ∈ EP
bolox ţm).

Nögöö talaas AQ ∩ PC = M , CF ∩ AE = K, FQ ∩ PE = O′ gäwäl
AFPQEC däär Pikiïn teorem ësoor M,K,O′ cägüüd nť näg šuluun däär
oršino.

Nögöö talaas MK∩EP = O tul O ≡ O′ bolno. Ööröör xälbäl, F ∈ OQ
bolox tul FB = FC bol BFC nť adil xajuut gurwaljin bolno. Iïmääs
∠FBC = ∠BCF bolj batlagdaw.

11-r angi
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A1. Ögögdsön n toog a1, a2, ..., an gäj tämdägläe. Niïlbär nť n-d xu-
waagdax toonuudyn nägiïg nť a1 gäj üzäxäd űwcuuraxgüï. S(a2, ..., an−1, an)-
äär

a2 + (a2 + a3) + (a2 + a3) + ...+ (a2 + ...+ an)

niïlbäriïg tämdägläe. Ögögdsön nöxcöl bolon a1-iïn songoltoos änä niïl-
bäriïn n−1 širxäg nämägdäxüünüüd n-d xuwaagxad bügd űlgaataï üldägdäl
ögnö gäj dügnäj bolno. Iïmd S(a2, ..., an−1, an) ≡ n(n− 1)/2 (mod n). an,
an−1 toonuud n-ääs baga bögööd

an − an−1 = S(a2, ..., an, an−1)− S(a2, ..., an−1, an) ≡ 0 (mod n)

tul ändääs a2, a3, ..., an toonuud bügd täncüü gäj mördönö. Iïmd niïlbär
nť n-d xuwaagddag xäsäg toog cor ganc argaar songoj bolox tul niït too-
nuudyn niïlbär n-d xuwaagddax bolno. Iïmääs büx toonuud täncüü baïna.

A2. ABCDEF -d bagtsan toïrog ω ug 6-öncögtiïnAB,BC,CD,DE,EF ,FA
taluudyg xargalzan A4, A3, A2, A1, A6, A5 cägüüdäär šürgädäg baïg.

1. L-iïn polűr šuluun ω toïrog daxť A6A2

N -iïn polűr šuluun ω toïrog daxť A3A5.
A6A2

⋂
A3A5 = X bol X cägiïn polűr šuluun lX = LN baïna. (X ∈ lN ;

X ∈ lL)
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(Polűr šuluuny qanar: (teorem, todorxoïlolt)

X-ääs ω′ toïrogt šürgägq tataad šürgältiïn cägüüdiïg xolboson šu-
luun nť X ′-iïn polűr šuluun baïna.

Üüniïg lX′ gänä. Xäräw X ∈ lY ′ bol Y ∈ lX′ baïna. )

2. Ömnöxtäï adil: M -iïn polűr šuluun ω toïrog daxť A5A1

K-iïn polűr šuluun ω toïrog daxť A4A2

A5A1

⋂
A4A2 = Y gäwäl Y cägiïn polűr šuluun lY =MK.

3. B-iïn polűr šuluun A4A3

E-iïn polűr šuluun A6A1

A4A3

⋂
A6A1 = Z gäwäl l2 = BE. (Z ∈ lB ;Z ∈ lE)

Paskalyn teoremoor toïrog däärxA6, A2, A4, A3, A5, A1, cägüüdiïn xuwťd
A6A2

⋂
A3A5 = X, A2A4

⋂
A5A1 = Y , A4A3

⋂
A1A6 = Z gäwäl X,Y, Z cä-

güüd 1 šuluun däär oršino. X,Y, Z ∈ l gäwäl l cägiïn polť (pole) nť
lX , lY , lZ däär baïrlana. Ändääs lX , lY , lZ näg cägt ogtlolcono. Ändääs
LN ;MK;BE šuluunuud 1 cägt ogtlolcono. ? Batlagdaw.

( ? Proektiw geometrääs A6A2 ‖ A3A5 bol A6A2

⋂
A3A5 = X∞ gäj

bolno. Üüntäï adil A5A1 ‖ A4A2 bol A5A1

⋂
A4A2 = Y∞ gäj bolno.

A4A3 ‖ A6A1 bol A4A3

⋂
A6A1 = Z∞ gäj bolno. Änä nť bodlogyn bodol-

tond saad uqruulaxgüï.)
A3. Duryn p anxny toony xuwťd a = b = p gäwäl 2pf(p)(f(p) + p) nť

bütän kub bolox ba ändääs p|f(p) bolno. f(p) = kp, k ∈ N gäe. a = p, b = 1, 2

gäwäl
pf(p)2 + f(1)2 + 3p(f(p) + f(1)) = m3

pf(p)2 + 2f(2)2 + 6p(f(p) + f(2)) = n3
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bolno. Ändääs m,n > 3
√
k2p bolox ba

3
3
√
k2p(

3
√
k2p− 1) + 1 < n3 −m3 = 3kp2 + 3p(2f(2)− f(1)) + 2f(2)2 − f(1)2

gädgääs p nť xangalttaï tom anxny too üed k = 1 baïna. Odoo duryn
natural c too ba xangalttaï tom p anxny toony xuwťd a = c, b = p gäwäl

(c+ p− 1)3 < cf(c)2 + p3 + 3cp(f(c) + p) < (c+ p+ 1)3

bolox ba ändääs cf(c)2 + p3 +3cp(f(c)+ p) = (c+ p)3 bolno. Ändääs f(c) = c

gäj garna. Iïmd f nť zöwxön adiltgal buulgalt baïna.
B1. a, b, c, d > 0 uqir (a2 + b2) > a2 + b2, (b2 + c2) > b2 + c2, (c2 + d2) >

c2 + d2, (d2 + a2) > d2 + a2 baïna. Iïmd (a+ b)(b+ c)(c+ d)(d+ a) 6 1 gäj
batlaxad xangalttaï. Änä nť 4-n toony Košiïn täncäl bišäär

(a+ b)(b+ c)(c+ d)(d+ a) 6
(a+ b+ b+ c+ c+ d+ d+ a

4

)4
= 1

bolj batlagdaw. Täncäx nöxcöl nť a + b = b + c = c + d = d + a gädgääs
a = c, b = d gäj garax ba ab = bc = cd = da = 0 gädgääs a = c = 1, b = d = 0

äswäl a = c = 0, b = d = 1 üed täncäldää xürnä.
B2. 2∠A > ∠B baïx äldäwt talt ABC gurwaljny BC tal däär D cä-

giïg 2∠CAD = ∠ABC baïxaar songon awqää. ABC gurwaljny öndrüüd H
cägt ogtlolcox bögööd AD šuluun nť AHC gurwaljnyg bagtaasan toïr-
giïg A oroïgoos űlgaataï K cägt ogtolno. BDK gurwaljnyg bagtaasan
toïrog AB šuluunyg B oroïgoos űlgaataï E cägt ogtoldog bol AE = CD

gädgiïg batal.
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4ABC-ny B oroïn öncgiïg β gäj tämdägläe. AHKC toïrogt bagtsan
tul ∠AKC = ∠AHC = 180◦ − β bolno.

Ögsön ësoor ∠KAC = β
2 tul 4AKC-aas ∠ACK = 180◦ − ∠AKC −

∠KAC = β
2 bolno Iïmd 4AKC adil xajuut bolno.

EBDK toïrogt bagtsan dörwön öncögt gädgääs ∠EKD = 180◦ − β tul
∠AKE = 180◦ − ∠EKD = β bolj ∠AKE + ∠AKC = 180◦ buţu E,K,C

cägüüd näg šuluun däär oršino.

4ADC-ny xuwťd sinusyn teorem xärägläwäl
AC

sin∠ADC
=

DC

sinβ/2
(?)

ţm.
Nögöö talaas EBDK toïrogt bagtsan dörwön öncögt tul AEC = 180◦−

∠ADC gädgääs 4AEC-nd sinusyn teorem biqwäl
AE

sinβ/2
=

AC

sin∠AEC
=

AC

sin∠ADC
(??) bolno.

(?) ba (??) - s AY = SC bolj batlagdaw.
B3. Xariu: a-yn xamgiïn baga utga

c =

[ (n+1)2

4

]
n+ 1

=

{
k+1
2 , n = 2k + 1 üed
k(k+1)
2k+1 , n = 2k üed

n = 2k üed

k
2k+1

k
2k+1 · · · k

2k+1
k+1
2k+1

k+1
2k+1 · · · k+1

2k+1

n = 2k + 1 üed

1
2

1
2 · · · 1

2
1
2

1
2 · · · 1

2

gäj biqigdsän üed a nť c-ääs baga baïj boloxgüï nť xaragdana.
Odoo toonuudyg űaj q biqsän baïxad näg mörönd üldsän toonuudyn niïl-
bär c-ääs xäträxgüï baïxaar bagana bürd 1 too niït n toog darj boloxyg
xaruulşű. Äxniï mörönd biqigdsän toonuud a1 6 a2 6 · · · 6 an bögööd
niïlbär nť S daraagiïn mörönd biqigdsän toonuud b1 6 b2 6 · · · 6 bn bö-
gööd niïlbär nť T bolog.

Lemm:

{
a1 + · · ·+ as+1 > c,

b1 + · · ·+ bt+1 > c,
bol s+ t > n baïna.

Batalgaa: Äxniï nöxclöös
a1 + · · ·+ as+1

s+ 1
>

c

s+ 1
gäj garax ba

a1 + · · ·+ an
n

>
a1 + · · ·+ as+1

s+ 1
tul

s

n
>

c

s+ 1
gäj garna. Üüntäï nä-

gän adilaar
T

n
>

c

t+ 1
gäj garna. S + T = n tul änä 2 tänclääs (∗)
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1

c
>

1

s+ 1
+

1

t+ 1
gäj garax ţm.

a) n = 2k + 1 bolog. Äsrägääs s + t 6 2k bol s + 1 + t + 1 6 2k + 2 gäj

üzäx bögööd garmonik dundaj arifmetik dundajaas baga tul
2

1
s+1 + 1

t+1

6

s+ 1 + t+ 1

2
6

2k + 2

2
buţu

1

s+ 1
+

1

t+ 1
>

2

k + 1
=

1

c
bolj (∗)-d zörqil

üüsnä.
b) n = 2k bolog. Äsrägääs s + t 6 2k − 1 bol s + 1 + t + 1 6 2k + 1 gäj

garax bögööd änä üed ömnöxtäï adil argaar
1

s+ 1
+

1

t+ 1
>

1

k + 1
+

1

k
=

2k + 1

(k + 1)k
=

1

c
bolj bas (∗)-d zörqinö.

Tägäxäär a1+· · · as+1 > c baïx min s-iïg s0, b1+· · · bt+1 > c baïx min t-iïg
t0 gäwäl Lemm ësoor s0 + t0 > n baïna. s0, t0-iïn songolt ësoor a1 + · · · as0 ,
b1 + · · · bt0 6 c bolox ba änä nť 1-r mörnöös s0 toog, 2-r mörnöös t0 toog
(äswäl tüünääs cöön toog) üldääj boloxyg xaruulj baïna.

12-r angi

A1. Ögögdsön n toog a1, a2, ..., an gäj tämdägläe. Niïlbär nť n-d xu-
waagdax toonuudyn nägiïg nť a1 gäj üzäxäd űwcuuraxgüï. S(a2, ..., an−1, an)-
äär

a2 + (a2 + a3) + (a2 + a3) + ...+ (a2 + ...+ an)

niïlbäriïg tämdägläe. Ögögdsön nöxcöl bolon a1-iïn songoltoos änä niïl-
bäriïn n−1 širxäg nämägdäxüünüüd n-d xuwaagxad bügd űlgaataï üldägdäl
ögnö gäj dügnäj bolno. Iïmd S(a2, ..., an−1, an) ≡ n(n− 1)/2 (mod n). an,
an−1 toonuud n-ääs baga bögööd

an − an−1 = S(a2, ..., an, an−1)− S(a2, ..., an−1, an) ≡ 0 (mod n)

tul ändääs a2, a3, ..., an toonuud bügd täncüü gäj mördönö. Iïmd niïlbär
nť n-d xuwaagddag xäsäg toog cor ganc argaar songoj bolox tul niït too-
nuudyn niïlbär n-d xuwaagddax bolno. Iïmääs büx toonuud täncüü baïna.

B1. p ≡ 1 mod (n) uqraas Wilťsony teoremoor((p− 1

2

)
!
)2

+1 ≡ 0(p) (∗)
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baïna. nk = (p− 1)2k+1(p−12 )! dürmäär todorxoïlogdox toon daraalal bod-
logyn nöxcliïg bielüülnä. Ünändää Fermagiïn baga teoremoor 2nk ≡ 1(p)

ba mön (∗)-oos n2k ≡ ((−1)k(p−12 )!)2 ≡ −1(p) baïx tul 2nk + nk ≡ 0( mod p)

bolj bodlogo bodogdow.

B2. f(x) =
1√
x

funkc nť (0,+∞) interwal däär xotgor funkc bolno.

Iïmd

x√
2y + 3z

+
y√

2z + 3x
+

z√
2x+ 3y

x+ y + z
=

=
x

x+ y + z
f(2y + 3z) +

y

x+ y + z
f(2z + 3x)

z

x+ y + z
f(2x+ 3y) >

> f(
x(2y + 3z) + y(2z + 3x) + z(2x+ 3y)

x+ y + z
) =

1√
5
·
√

x+ y + z

xy + yz + zx

Ögögdsön täncätgäl bišiïg batlaxyn tuld x+y+z > xy+yz+zx gäj
batlaxad xangalttaï.

Bid x, y, z-iïn x-iïg xamgiïn baga, y-iïg xamgiïn ix gäj üzäxäd űw-
cuurax züïl baïxgüï. x + y + z + xyz = 4 gädgääs x 6 1, y 6 1 bolno.

Iïmd x + y + z > xy + yz + zx gäj batlax nť x + y +
4− x− y
1 + xy

> (x +

y) · 4− x− y
1 + xy

+ xy gäj batlaxtaï adil. Ug täncätgäl bišiïg xuwir-

gawal (x + y)(1 + xy) + 4 − x − y > (x + y)(4 − x − y) + xy(1 + xy) ⇔
x + y + x2y + xy2 + 4 − x − y > 4x + 4y − x2 − y2 − 2xy + xy + x2 + y2 ⇔
x2+y2−4x−4y+2xy+4 > xy(xy+1−x−y)⇔ (x+y−z)2 > xy(x−1)(y−1)
bolno. Gäwq xy(x− 1)(y − 1) 6 0 uqir bodlogo bodogdow. x = y = z = 1 üed
batlax täncätgäl biš täncäldää xürnä.

B3. Bid O,P,Q cägüüd näg šuluun däär oršino gäj batlaxyn tuld
]POQ = 180◦ gäj batlaxad xangalttaï.
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ABCD dörwön öncögt nť toïrogt bagtsan tul OA = OB = OC = OD

baïna. Iïm uqraas 4AOD-iïn xuwťd N cäg nť öndör, median, bissekt-
ris bolno. Üüntäï nägän adil K;L;M cägüüd nť O cägääs buusan taldaa
perpendikulűr bolno. Ändääs MDNO dörwön öncögt nť toïrogt bagtana.
MDNO bolon ABCD dörwön öncögtüüd nť ]D gäsän erönxiï öncögtäï
tul ]D + ]B = 180◦ buţu ]D + ]NOM = 180◦ tul ]NOM = ]B baïna.
Mön BLOK dörwön öncögt nť ABCD-täï ]B gäsän erönxiï öncögtäï tul
däärxiïn adil ]D = ]LOK bolno.

Änd ]D = ]LOE + ]EOK = ]NOQ + ]MOP baïx bögööd ]NOQ +

]MOP + ]B = ]D + ]B = 180◦ bilää. Bodlogo bodogdow.

Baga angiïn bagš

A1. (N.Argilsan)
y2−y+7 = (y− 1

2 )
2+6 3

4 > 0 tul x3 > y3 baïx nť ilärxiï. Odoo baruun
talyg (y + 1)3 xürtäl güïcääe.

(y+1)3 = y3+3y2+3y+1 = (y3+y2−y+7)+(2y2+4y−6) bolno. Xäräw
2y2 + 4y − 6 > 0 bol x3 < (y + 1)3 bolox uqir y3 < x3 < (y + 1)3 boloxod
xürq zörqil üüsnä. ( Ö.x daraalsan 2 büxäl toony kubuudyn dund büxäl
toony kub oršin baïxgüï.)

Iïmd 2y2 + 4y − 6 6 0 baïx ëstoï. 2(y2 + 2y − 3) = 2(y + 3)(y − 1)

buţu y = −3,−2,−1, 0, 1 gäsän 5 bolomjtoï. Ädgääriïg šalgawal (x, y) =

(−2,−3), (2,−1), (2, 1) gäsän 3 šiïdtäï bolox nť xaragdana.
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A2.

Zuragt üzüülsnäär 19 cäg awaxad AB,
AC, AD, AE, AF , AG, AH, AI-
uudaas öör zaï baïxgüïg xűlbar xarj
bolno.

A3. Šiwältiïn aldaany ulmaas erönxiï toxioldolyg bodlogo bolj
xuwirsand niït orolcogq bagš naraasaasaa xülcäl öqťe. Jinxänä bod-
logo nť 4 toxioldold baïsan ba šuud toolox zamaar 17136 bolomjtoïg
toocoolj bolno.

B1.
10 onoog onoson too – x, 5 onoog onoson too – y, 2 onoog onoson too – z,

1 onoog onoson too – t gäe.
Bodlogyn nöxclöös 0 ≤ x ≤ 10, 0 ≤ y ≤ 10, 0 ≤ z ≤ 10, 0 ≤ t ≤ 10

ba ädgäär nť büxäl too gäj garax ba caašid iïm baïdlaar oïlgono. Mön
x+ y + z + t = 10 bilää.

Onoo 10 5 2 1 Niït onoo
Onoson too x y z t A = 10x+ 5y + 2z + t

Bolomjit xamgiïn ix onoo 10 10 10 170
Bolomjit xamgiïn baga onoo 10 10 10 80

Tägwäl 80 ≤ A ≤ 170 utgaas awax bolomjtoï. Ö.x. 170 − 79 = 91 utga
baïna. Ädgäärääs xädän űlgaataï utga baïna tämcäänd xamgiïn olondoo
töqnöön xarwaaq orolcson gäsän üg ţm. Tüüniï matematik tomťëollyg
biqwäl:

x+ y + z + t = 30, x, y, z, t ∈ Z

0 ≤ x ≤ 10, 0 ≤ y ≤ 10, 0 ≤ z ≤ 10, 0 ≤ t ≤ 10

nöxcliïg xangasan A = 10x+ 5y+ 2z + t űlgaataï toon utga xäd wä? gäsän
üg ţm.
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Lemm: Xäräw

0 ≤ x ≤ 9, 0 ≤ y ≤ 9, 0 ≤ z ≤ 9, 0 ≤ t ≤ 9 (1)

nöxcöld A = 10x+ 5y + 2z + t baïg. Tägwäl

A− 9, A− 8, A− 5, A− 4, A− 3, A− 1 (2)

ba
A+ 1, A+ 3, A+ 4, A+ 5, A+ 8, A+ 9 (3)

utgyg awq qadna.

Batalgaa: 1, 2, 5, 10 onoony xargalzax zöröö nť 2− 1 = 1, 5− 2 = 3,
5− 1 = 4, 10− 5 = 5, 10− 2 = 8, 10− 1 = 9 baïna. Ööröör xälbäl, 1 onoony
1 onoltyg 2 onoony 1 onolt ruu šiljüülbäl 1 onoogoor nämägdänä. Äsräg
üïldäl xiïwäl 1 onoogoor xasagdana gäsän üg. Iïmd onoog onoo bolgoj
qadaj baïna. Busdyg üüntäï ijläär güïcätgäj bolno.

Mördölgöö: (1) nöxcöl bielj baïxad A ba A+2 onoo awq qadaj baïwal
[A− 9, A+ 11] xoorondox büx büx büxäl utgyg awq qadna.

Batalgaa: Lemm A-iïn xuwťd {A− 7, A− 6, A− 3, A− 2, A− 1, A+

1, A+3, A+5, A+6, A+7, A+10, A+11}, A+2 däär Lemm ašiglawal
{A−7, A−6, A−3, A−2, A−1, A+1, A+3, A+5, A+6, A+7, A+10, A+11}
utgyg awq qadna. Ädgääriïg nägtgäwäl mördölgöö batlagdaw. Odoo ündsän
bodolt xiïe.

Űg näg nť 10-taï täncüü baïxad A-iïn bolomjit xamgiïn baga utga nť

A = 10x+ 5y + 2z + t ≥ 10 · 2 + 5 · 9 + 2 · 9 + 1 · 10 = 93

baïna. Iïmd A− 9 = 93 gäwäl A = 102 bolno.

Onoo 10 5 2 1 Niït onoo
Onoson too 3 9 9 9 102

102 onoo Lemmiïn nöxcöl xangaj baïna. Iïmd (2) nöxcöl ësoor 93, 94,
97, 98, 99, 101 gäsän onoo garna. Mön

Onoo 10 5 2 1 Niït onoo
Onoson too 3 7 10 10 95
Onoson too 2 10 8 10 96
Onoson too 4 6 10 10 100
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Änä nť 93 – 103 onoj qadna gäsän üg ţm. Mön

Onoo 10 5 2 1 Niït onoo
Onoson too 4 9 8 9 110
Onoson too 5 7 9 9 112

Iïmd Mördölgöö ësoor [110− 9, 110 + 11] buţu [101, 121] xoorondox büx
büxäl utgyg awna. Odoo A− 9 = 122 gäj songowol A = 131 bolno.

Onoo 10 5 2 1 Niït onoo
Onoson too 7 8 6 9 131
Onoson too 7 8 8 7 133

Iïmd Mördölgöö ësoor [122, 144] xoorondox büx büxäl utgyg awna.

Onoo 10 5 2 1 Niït onoo
Onoson too 9 9 7 5 154
Onoson too 9 9 9 3 156

Mördölgöö ësoor [145, 165] xoorondox büx büxäl utgyg awna.

Onoo 10 5 2 1 Niït onoo
Onoson too 10 10 6 4 166
Onoson too 10 10 7 3 167
Onoson too 10 10 8 2 168
Onoson too 10 10 9 1 169

Ändääs dügnäxäd niïtdää [93, 170] xoorondox büx utgyg awq qadna.
x ≥ 3 üed A = 10x+ 5y+ 2z + t ≥ 10 · 3 + 5 · 7 + 2 · 10 + 1 · 90 = 95 baïna.

Iïmd x < 3 buţu x = {0, 1, 2} bolno.
x = 0 üed

Onoo 10 5 2 1 Niït onoo
Onoson too 0 10 10 10 80

x = 1 üed üldsän guraw nť (9, 10, 10) sälgämäl baïna. Änä nť 3 bolomj-
toï. Öör bolomj baïxgüï.

Onoson too 1 9 10 10 85
Onoson too 1 10 9 10 88
Onoson too 1 10 10 9 89

x = 2 üed üldsän guraw nť (8, 10, 10) ba (9, 9, 10) sälgämäl baïna. Änä nť
niïtdää 6 bolomjtoï. Öör bolomj baïxgüï.
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Onoson too 2 10 10 8 98
Onoson too 2 10 8 10 96
Onoson too 2 8 10 10 90
Onoson too 2 10 9 9 97
Onoson too 2 9 10 9 94
Onoson too 2 9 9 10 93

Ändääs dügnäxäd {81, 82, 83, 84, 86, 87, 91, 92} niïtdää 8 onoo awq qa-
daxgüï baïna. Iïmd 91− 8 = 83. Xariu: Xamgiïn ixdää 83 xün orolcono.

Dund angiïn bagš

A1. S(n)-äär {a1, a2, ..., an} olonlogiïg tämdägläe. Änä olonlogiïn xam-
giïn ix toog a, xamgiïn baga toog b gäe. (2)-oos |S(n)| = n bolox tul
a−b > n−1. Xäräw a−b ≥ n bol a, b ∈ S(a−b) bolox ba a ≡ b (mod a−b) gäd-
gääs (2) nöxcöl zörqigdönö. Iïmd a− b = n− 1 buţu S(n) olonlogiïn too-
nuud däs daraalsan gäj garna. S(2n+1) 3 a2n+1 , a2 gädgääs 2n+1 > a2n+1−a2.
Duryn natural too n-yn xuwťd (1) ääs a2n+1 − a2 = (2n − 1)a2 gäj mördöx
tul 2 > a2.

a2 = 1 baïg. S(2) olonlog däs daraalsan toonuudaas togtox tul a1 = 2

bolno. Änä nť a4 = 2a2 = 2 gädägtäï zörqildönö. a2 = 2 bol a2n = 2n

bolno. Xäräw a1 = 3 bol a3 = 1 baïna. Ulmaar n ≥ 5 üed an = n gäj
mördönö. Mön adilaar a1 = 1 bol n ≥ 3 üed an = n baïx nť mördönö.

A2. Bodolt-1
(
f(na), f(bn)

)
= 1 , x− y | f(x)− f(y) baïna. A = {p | p |

f(n), n ∈ Z} awq üzťe. | A |=∞ gäj batalşű.
Äsrägääs nť A = {p1, · · · ps} bolog. f(0) = a0 gäe. f(a0 · p1 · · · ps · x) =

a0 · (p1, · · · ps · x ·M + 1) xälbärtäï bolno. Ändääs ∃p | p1 · .... · ps · x ·M + 1,
a0 < p ∈ P oldoj zörqild xürnä.

Iïmd p | f(m) baïx xangalttaï tom p ∈ P oldono. Ändääs (m, p) = 1, g
nť mod p-äär anxny űzguur baïg. Mön (b, p) = 1 songoj bolno. gl ≡ m(p),
∃l ∈ {1, 2, ..., p− 1} oldono. b ≡ gs(p)∃s. n = l · gl gäj songoë.
f(na) = f((l·gl)a) ≡ f(la ·ma) ≡ f(m) ≡ 0(p) bolno. Änd p | la ·ma−m | f(la ·
ma) − f(m) ašiglaw. f(bn) = f(bl·g

l

) ≡ f(gsl·g
l

) ≡ f(ms·gl) ≡ f(m) ≡ 0(p)

bolj p |
(
f(na), f(bn)

)
gädgääs zörqild xürnä.
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Bodolt-2: f(ba) ba f(bb) nť xarilcan anxny tul f(0) ba b nť bas xa-
rilcan anxny baïna.

f nť togtmol biš bögööd bam nť tögsgölgüï olon utga awax tul p |
f(bam) baïdag natural too m ba anxny too p oldono. Xäräw p | b bol
p | f(0) bolj zörqil garax tul p - b baïna. Iïmääs bp−1 ≡ 1 (mod p).

x ≡ am−bm (mod p) baïdag natural too x songon awaad n = am+(p−1)x
gäe. Tägwäl

f(na) ≡ f((am− x)a) ≡ f(bam) ≡ 0 ≡ f(bam+(p−1)x) ≡ f(bn) (mod p)

bolj zörqild xürnä.
A3. Xn := {(x, y, z) ∈ Z3 | 0 ≤ x ≤ y ≤ z ≤ x + y & x + y + z = n} gäe.

Tägwäl cn = |Xn|.
Yn := {(p, q, r) ∈ Z3 | 0 ≤ p, q, r & 2p + 3q + 4r = n} gäwäl f : Xn → Yn,

f(x, y, z) := (y− x, x+ y− z, z− y) bolon g : Yn → Xn, g(p, q, r) := (q+ r, p+

q + r, p + q + 2r) buulgaltuud nť urwuu buulgaltuud boloxyg xűlbarxan
xarj bolno. Iïmd cn = |Yn| baïna, ööröör xälbäl, cn nť n-iïg 2, 3, 4

toonuudyn niïlbärt zadlax bolomjiïn tootoï täncänä (nämägdäxüüniï
baïr xargalzaxgüï).

Odoo Yn-d orj baïgaa büx n = 2p + 3q + 4r zadargaag nämťe. Tägwäl
züün gar tald n · cn garna. Nögöö talaas ögögdsön m ≥ 0 xuwťd p ≥ m

baïdag zadargaaniï too cn−2m baïna. Iïmd p = m baïdag zadargaaniï too
cn−2m− cn−2(m+1) baïna (änd c−1 = c−2 = · · · = 0 gäj todorxoïlno). Iïmd
2 nť

∑
m≥0m · (cn−2m − cn−2(m+1)) =

∑
m≥1 cn−2m koäfficienttäï baïna.

3, 4-iïn xuwťd mön adil argaar toocno. Iïmd

n · cn =

4∑
k=2

[n/k]∑
m=1

kcn−km

=

n∑
j=2

 ∑
2≤k≤4
k|j

k

 cn−j

≤ 9

n−2∑
m=0

cm

bolj bodlogo bodogdow.

Mön űlgawaryg nť
(x− y)2(y − z)2(z − x)2

(1− x2)(1− y2)(1− z2)(1− xy)2(1− yz)2(1− zx)2
gäj

xaruulan batalj bolno.
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B3. Äxlääd xäräw bodit a, b, c, d, e, f toonuudyn xuwťd duryn bodit
λ, µ too awaxad

a+ bλ2 + cµ2 + 2(dλ+ eλµ+ fµ) ≥ 0

baïdag bol
abc+ 2def ≥ ae2 + bf2 + cd2

boloxyg xaruulşű. Nöxcöliïn ilärxiïläl nť λ-iïn xuwťd baïnga sörög
biš baïdag (xamgiïn ixdää) xoër zärgiïn olon gišüünt tul b > 0 bögööd
diskriminant nť äeräg biš, ööröör xälbäl, (d+eµ)2− b(a+2fµ+ cµ2) ≤ 0

baïna. Ämxälääd (bc − e2)µ2 + 2(bf − de)µ + (ab − d2) ≥ 0 bolno. Änä nť
µ-iïn xuwťd baïnga sörög biš baïdag (xamgiïn ixdää) xoër zärgiïn olon
gišüünt tul mön diskriminant nť äeräg biš buţu (bf−de)2−(bc−e2)(ab−
d2) ≤ 0 baïna. Ändääs d2e2 nť xuraagdax bögööd üldsäniïg nť b-d xuwaawal
bidniï batlax täncäl biš garna.

Iïmd duryn bodit λ, µ toonuudyn xuwťd

1

1− x2
+

λ2

1− y2
+

µ2

1− z2
+ 2

(
λ

1− xy
+

λµ

1− yz
+

µ

1− zx

)
≥ 0

boloxyg xaruulaxad xangalttaï. Gätäl änä nť geometr progresiïn niïl-
bäriïn tomşëogoor

∑∞
n=0 (x

n + λyn + µzn)
2 gäj biqigdäx tul ilt ţm.

Täncäl bieläxiïn tuld λ, µ toonuud duryn n ≥ 0 xuwťd xn+λyn+µzn =

0 baïxaar oldox xärägtäï. Änd n = 0, 1, 2 gäj awbal
1 + λ+ µ = 0

x+ yλ+ zµ = 0

x2 + y2λ+ z2µ = 0

⇒

{
(y − x)λ+ (z − x)µ = 0

(y2 − x2)λ+ (z2 − x2)µ = 0
⇒ µ(z − x)(z − y) = 0

bolox bögööd µ = 0 ⇒ x = y tul [x = y äswäl y = z äswäl z = x] gäj
garna. Nögöö talaas änä toxioldold täncäl bieläx nť ilt.
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