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Бодлогууд

1.1. 0 ⩽ a ⩽ 1 ⩽ b ⩽ 2 ⩽ c ⩽ 3 нөхцөлд тохирох a, b, c талуудтай гурвалжнууд
дотроос хамгийн их талбайтай гурвалжныг ол.

1.2. x, y, z нь хос хосоороо тэнцүү биш, бүхэл тоонууд бол (x−y)5+(y−z)5+(z−x)5

нийлбэр 5(x− y)(x− z)(z − y) үржвэрт хуваагдахыг батал.

1.3. a0, a1, …, an−1, an тоонуудын хувьд a0 = an = 0 бөгөөд дурын 1 ⩽ k ⩽ n − 1
хувьд ak+2− 2ak+1+ak ⩾ 0 байдаг бол эдгээр ak тоонууд эерэг биш болохыг батал.

1.4. cos2 x+ cos2 2x+ cos2 3x = 1 тэгшитгэлийг бод.

1.5. K тойрог дээр гурван өөр A, B, C цэгүүд өгчээ. ABCD дөрвөн өнцөгт дотор
багтсан тойрог байж болохуйцаарK тойрог дээр (горьтог болон шугам хэрэглэж)
дөрөв дэхD цэгийг байгуул.
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Бодолтууд

1.1. a, b, c талуудтай гурвалжны талбай

S =
1

2
ab sin γ ⩽ 1

2
ab =

1

2
· 1 · 2 = 1

байна. Мэдээж a = 1, b = 2, c =
√
22 + 12 =

√
5 үед тэнцэлдээ хүрэх тул хамгийн их

талбайтай гурвалжин болно.

1.2. Дараах адилтгалаас илэрхий.

(x− y)5 + (y − z)5 + (z − x)5 = 5(x− y)(y − z)(z − x)(x2 + y2 + z2 − xy − xz − yz).

1.3. aℓ хамгийн бага гишүүн гэе. Аливаа k дугаарын хувьд

ak+2 − ak+1 ⩾ ak+1 − ak ⩾ 0

тул
0 ⩾ aℓ − aℓ−1 ⩾ aℓ−1 − aℓ−2 ⩾ . . . ⩾ a1 − a0

ба
an − an−1 ⩾ an−1 − an−2 ⩾ . . . ⩾ aℓ+1 − aℓ ⩾ 0

байна. Иймд

0 = a0 ⩾ a1 ⩾ a2 ⩾ . . . ⩾ aℓ ⩽ aℓ+1 ⩽ . . . ⩽ an = 0

болж батлах зүйл батлагдав.

1.4. c = cos 2x гэвэл cos2 x =
1 + cos 2x

2
=

1 + c

2
ба cos2 3x =

1 + cos 6x
2

=

1 + 4c3 − 3c

2
гэдгээс тэгшитгэлмаань 2c3+c2−c = c(c+1)(2c−1) = 0 гэжбичигдэнэ.

Эндээс c = 0, −1, 1

2
буюу k бүхэл тооны хувьд

x =
π

4
+

π

2
k,

π

2
+ πk, ±π

6
+ πk

байна.

1.5. K тойрог дээр дурын D′ цэг авч BAD′, BCD′ өнцгийн биссектрисүүдийн
огтлолцлын цэгийг S гэе. S цэгийгK тойрог дотор оршдог гэе. Эсрэг тохиолдолд
төстэйгөөрбатлагдана. ABCD′ багтсандөрвөнөнцөгттул∠BAD′+∠BCD′ = 180◦

гэдгээс ∠BAS + ∠BCS = 90◦ болно. Эндээс ∠ASC = 270◦ − ∠ABC болж, ∠ASC
ньD′ цэгийн сонголтоос үл хамаарна. Одоо ASC гурвалжныг багтаасан тойргийг
байгуулж, ABC өнцгийн биссектрис уг тойрогтой ABCD′ дөрвөн өнцөгт дотор
огтлолцох цэгийг T гэе. K тойрог дээр D цэгийг AT нь ∠BAD‑ийн биссектрис
байдаг байхаар авъя. A, S, T , C нэг тойрг дээр орших тул ∠ASK = ∠AKC ,
∠ADC + ∠ABC = 180◦ гэдгийг тооцвол ∠DAT + ∠DCT = 90◦ гэж гарна. Эндээс
∠DAB + ∠DCB = 180◦ тул CT нь ∠BCD‑ийн биссектрисс болно. ABCD дөрвөн
өнцөгтийн хувьдA,B,C орой дах өнцгүүдийн биссектрисүүдийн T цэгт огтлолцох
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тул D орой дах өнцгийн биссектрис мөн T цэгийг дайрна. Өөрөөр хэлбэл, ABCD
дөрвөн өнцөгт дотор тойрог багтааж болно.
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